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内 容 简 介 


本 书 是 作者 多 年 来 从 事 该 通 选课 程 教学 经 验 的 结晶 .强调 “内 在 
随机 性 ”是 混沌 的 本 质 ,“ 无 特征 尺度 ”是 分 形 的 研究 对 象 。 全 书 共 分 
十 章 ,着 重 从 动力 学 上 分 析 状 态 的 演化 ,说 明 混沌 是 客观 存在 的 一 种 
状态 ,以 及 分 形 是 如 何 描 述 “ 大 涡 旋 中 包含 小 涡 旋 ” 这 种 现象 的 ;同时 
也 将 和 混沌 分 形 相关 的 标 度 对 称 性 .螺旋 结构 .异常 扩散 .小 波 变换 、 
斑 图 .长 尾巴 分 布 等 内 容 有 机 地 结合 在 一 起 介绍 给 大 家 。 

本 书 尽量 从 物理 学 入 手 ,由 浅 入 深 地 描述 ,读者 应 侧重 了 解 最 新 
的 概念 和 科学 思想 。 为 了 便于 教学 ,每 章 末 附 有 习题 。 

本 书 可 供 大 学 本 科 生 、 研 究 生 作为 通 选 课 教 材 和 教学 参考 书 。 
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“自然 科学 中 的 混沌 和 分 形 ” 作 为 北京 大 学 素质 教育 通 选课 已 经 
讲授 了 多 次 。 开 设 此 课 的 目的 就 是 要 使 本 科 生 了 解 混沌 和 分 形 这 个 
领域 的 基本 思想 .科学 研究 方法 ,以 及 我 们 认识 自然 界 时 ,从 中 能 获 
得 的 新 观点 。 这 些 观 点 在 其 他 课程 中 是 很 难得 到 的 。 由 于 着 重 给 学 
生 们 以 新 思想 ,因而 本 书 定位 在 非 线 性 物理 学 ,并 以 定性 分 析 的 方 
法 ,把 混沌 和 分 形 的 特征 以 及 结构 展现 出 来 。 为 此 ,本 书 每 一 章 的 标 
题 都 是 一 个 新 观点 ,以 便 学 生 了 解 思 想 实质 ,在 今后 的 学 习 中 不 断 深 
入 和 应 用 。 

本 书 共 分 十 章 ,第 一 章 说 明 自 牛 顿 力 学 以 来 的 300 多 年 中 ,为 什 
么 混沌 和 分 形成 为 20 世纪 末 和 21 世纪 的 学 科 前 沿 。 第 二 章 告诉 大 
家 一 个 新 观点 : 随机 的 结果 可 以 在 无 随机 的 确定 的 系统 中 产生 ,这 
就 在 “确定 ”和 “随机 ”之 间架 起 了 桥梁 。 第 三 章 用 几何 的 观点 和 图 像 
来 描述 自然 界 多 样 性 的 形态 .这 是 一 种 定性 分 析 的 方法 , 它 往往 比 定 
量 分 析 方 法 来 得 简单 有 效 , 可 使 学 生 做 大 量 计算 之 前 ,就 对 间 题 “ 心 
中 有 数 ” 了 ,物理 意义 更 清楚 、 踏 实 了 ,不 至 于 陷入 大 量 计算 的 忙碌 、 
盲目 的 境地 ,而 现在 学 生 掌 握 定 性 分 析 方 法 太 少 了 .第 四 章 则 消除 自 
然 科学 中 常见 的 一 种 误区 ; 认为 有 周期 性 的 输入 , 必 有 周期 性 的 输 
出 。 这 种 误区 有 可 能 使 我 们 在 寻找 事物 变化 的 原因 时 往往 在 外 部 找 ， 
而 不 去 事物 内 部 找 。 第 五 章 从 命题 “如 何 描述 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 , 小 
涡 旋 中 还 有 更 小 涡 旋 ?” 出 发 ,引出 了 分 形 和 分 维 的 概念 ,说 明 像 这 种 
较 难 的 命题 ,人 们 还 是 可 以 设法 解决 的 。 第 六 章 从 争论 不 休 的 “为 什 
么 维 数 还 会 有 分 数 ?” 的 讨论 中 ,从 物理 上 说 明 分 数 维 是 一 种 不 变量 ， 
对 称 性 中 又 增加 了 一 种 “ 标 变 对 称 性 ”。 第 七 章 则 把 混沌 和 分 形 与 大 
自然 中 的 美丽 的 结构 和 斑 图 (pattern) 联 系 起 来 ,使 自然 界 普遍 存在 
的 螺旋 结构 、 树 枝 结构 动物 的 各 种 斑纹 结构 等 复杂 结构 的 研究 开 了 
“和 窗 ”。 第 八 章 把 物理 状态 的 演化 从 传统 的 “时 间 序 列 演化 ?转变 成 * 轨 
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道 的 演化 ”, 这 种 想法 令 人 思索 。 第 九 章 则 是 物理 的 实际 问题 , 异常 
扩散 。 从 “正常 扩散 ”到 “异常 扩散 ”, 从 “ 正 态 分 布 ”到 小 概率 的 “长 尾 
巴 分 布 ”, 说 明 物理 学 研究 的 深入 ,研究 侧重 点 的 变化 ,第 十 章 介 绍 多 
尺度 分 析 的 工具 一 一 小 波 变 换 , 它 将 分 形 概念 和 状态 的 突变 联系 起 
来 。 本 书 第 五 章 由 梁 福 明 编写 ， 第 十 剖 由 刘 式 适 和 辛 国 夏 编 号 。 其 他 
各 章 均 由 刘 式 达 编 写 。 

本 书 力图 通俗 易 懂 , 但 为 了 说 明 难 免 用 到 一 点 微 积 分 ,但 希望 读 
者 尽量 掌握 新 的 思想 观点 。 
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假如 从 牛顿 (1643 一 1729)1680 年 在 伦敦 皇家 学 会 发 表 “ 自 然 哲 
学 数学 原理 ” 算 起 , 直到 1963 年 美国 气象 学 家 洛 伦 茨 (EN. 
Lorenz) 发 现 了 混沌 (chaos),1982 年 美国 工程 师 曼 德 布 罗 (B. B. 
Mandelbrot) 出 版 了 第 一 本 有 关 分 形 (fractal) 的 专著 《自然 界 的 分 形 
几何 (The Fractal Geometry of Nature) ,物理 学 已 经 经 历 了 300 多 
年 .这 300 多 年 中 物理 学 发 生 了 什么 变化 呢 ? 

在 科幻 小 说 《 侏 罗 纪 公园 } 中 写 道 : 物理 学 在 描述 某 些 问题 的 行 
为 上 取得 了 巨大 的 成 就 ,例如 轨道 上 运转 的 行星 、 向 月 球 飞行 的 飞 
船 . 钟 摆 , 弹 簧 ,滚动 的 球 之 类 的 东西 . 这 都 是 物体 的 规则 运动 . 这 些 
东西 用 所 谓 的 线性 方程 描述 ,数学 家 想 解 这 些 方程 是 轻而易举 的 事 . 
几 百 年 来 他 们 干 的 就 是 这 个 . 可 是 ,还 存在 着 另 一 类 物理 学 难以 描述 
的 行为 . 例如 与 湛 流 有 关 的 问题 ,机 细 上 方 流 动 的 空气 ,天 气 , 流 过 心 
脏 的 血液 . 它们 要 用 非 线性 方程 来 描述 ,它们 通常 是 无 法 求解 的 ,所 
以 物理 学 从 来 没有 弄 通 这 类 事情 ,而 混沌 是 描述 这 类 问题 的 新 理论 . 


41 混沌 和 分 形 是 学 科 前 沿 


300 多 年 中 ,物理 学 已 经 完成 了 两 次 革命 . 第 一 次 是 以 伽利略 、 
牛顿 为 代表 的 17 世纪 在 研究 物质 、 力 和 运动 上 的 突破 . 第 二 次 是 量 
子 力 学 、 相 对 论 和 放射 性 的 发 现 . 开 普 勒 关于 行星 运动 的 三 个 定律 、 
牛顿 第 二 定律 ,对 认识 自然 界 取 得 了 巨大 的 成 就 : 懂得 了 轨道 上 运 
转 的 行星 规律 ,向 月 球 发 射 了 飞船 , 钟 摆 、 弹 簧 .齿轮 .火车 .轮船 . 飞 
机 等 都 已 是 日 常生 活 的 必要 工具 . 与 之 相应 的 是 欧 几 里 得 几何 、 数 学 
分 析 中 的 微 积分 . 这 些 成 就 同时 体现 出 长 期 统治 物理 学 的 观点 是 确 
定论 ,它们 只 是 确定 论 在 物理 学 .几何 学 和 数学 中 的 具体 体现 . 确定 
论 使 物理 学 以 可 预言 的 方式 表现 各 种 行为 ,当时 许多 科学 家 把 科学 
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与 预测 等 同 起 来 . 确定 论 的 代表 论点 是 法 国 科学 家 的 名 言 : 只 要 知 
道 初 条 件 就 可 以 决定 未 来 的 一 切 . 

对 确定 论 以 较 大 冲击 的 是 量子 力学 的 出 现 . 在 经 典 力学 中 动量 
pp 和 位 置 g 是 独立 的 ,但 是 在 微观 世界 中 ,光子 动量 p、 频 率 v 的 光 所 
对 应 的 波长 4 之 间 建 立 起 来 关系 A=h/p, 其 中 为 普 朗 克 常 量 , 海 
森 伯 的 不 确定 关系 Ap，Ag 之 h 告诉 我 们 无 法 同时 精确 测量 位 置 和 
速度 这 两 个 量 . 这 就 意味 着 ,未 来 有 些 量 是 不 能 精确 预测 的 . 

确定 论 何以 能 统治 物理 学 相当 长 的 时 间 ,是 因为 它 的 数学 基础 
是 运动 方程 的 存在 惟一 ,以 及 初始 条 件 变化 一 点 ,运动 方程 的 解 只 变 
化 一 点 的 数学 定理 . 现在 我 们 知道 ,这 些 结果 全 是 局 部 定理 ,目前 并 
不 存在 对 所 有 时 刻 都 适用 的 全 部 定理 . 由 于 物理 上 过 去 研究 的 问题 
多 数 仅 限 于 线性 方程 ,研究 的 解 也 仅 限 于 单调 .光滑 的 ,这 些 定理 构 
成 了 这 些 物理 问题 的 基础 .而 我 们 今天 直到 的 许多 是 非 线 性 问题 , 它 
们 的 解 是 多 样 的 ,甚至 是 奇异 的 . 例如 天 气 预 报 问 题 , 它 是 由 确定 的 
流体 力学 的 Navier-Stokes 方程 (对 大 气 还 要 考虑 由 于 地 球 旋转 引起 
的 科 里 奥 利 力 ) 以 及 热力 学 方程 控制 的 . 为 简化 计 , 我 们 将 预报 方程 
写成 如 下 形式 : 

Zafl = f(x), (1.1) 

其 中 f(x) 是 控制 大 气 运动 的 确定 性 的 规律 ,zo 代表 初始 时 刻 的 大 
气 状态 (例如 今天 的 温度 ) ,那么 由 今天 温度 xo 预报 明天 的 温度 xz， 
由 明天 温度 = 预报 后 天 温度 rz, 都 是 按照 同一 个 方程 (1. 1) 去 计算 
的 . 但 事实 证 明 , 由 今天 的 天 气 状况 zo 能 预测 多 少 天 (二?) 以 后 的 
状态 呢 ? 大约 最 多 5~6 天 .图 1. 1 是 气象 学 家 洛 伦 区 给 出 的 两 条 曲 
线 . 


图 1.1 长 期 天 气 预 报 不 可 能 
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从 图 上 看 出 , 实 线 和 虚线 的 初始 条 件 仅 差别 一 点 点 ,最 初 一 两 
天 ,由 初始 条 件 算出 的 天 气 两 者 相差 并 不 很 大 . 但 是 5 一 6 天 后 的 天 
气 , 两 者 却 差别 很 大 . 实 线 的 结果 是 按照 确定 的 公式 (1. 1) 算 出 来 的 ， 
没有 错 ;虚线 的 结果 也 是 按照 确定 的 公式 (1. 1) 算 出 来 的 ,也 没有 错 ， 
但 两 者 的 结果 却 不 同 , 因 此 究竟 5 一 6 天 后 的 天 气 状态 怎样 ? 我 们 事 
先 并 不 能 预测 . 也 就 是 说 ,确定 的 天 气 预报 方程 (1.1) 可 以 出 现 随机 
的 结果 ,这 就 是 洛 伦 欧 1963 年 发 现 的 混沌 的 含义 . 

因此 混沌 的 发 现 是 对 确定 论 以 最 大 的 冲击 . 过 去 物理 学 只 知道 
确定 的 系统 只 能 出 现 确定 的 结果 ,绝对 不 会 有 不 确定 的 结果 ,而 把 一 
些 包含 随机 因素 的 现象 常常 归结 于 外 部 的 噪声 所 引起 的 . 在 物理 学 、 
大 气 科学 、 生 物 学 、 天 文学 .经济 学 、 化 学 等 科学 中 早已 发 现存 在 貌似 
随机 的 行为 : 天 气 没 有 一 天 是 相同 的 , 人 脑 的 脑 电 图 是 随机 的 ， 
DNA 序列 是 无 规则 的 , 土 卫 七 的 混沌 自转 …… 现 在 我 们 面临 的 世界 
的 科学 问题 是 气候 变化 .生物 进 化 经济 全 球 化 .生态 破坏 …… ,每 一 
件 事 都 要 跟随 机 打交道 . 现在 知道 了 确定 性 的 系统 也 可 以 出 现 随 机 
的 结果 ,那么 就 可 以 从 确定 的 系统 出 发 分 析 这 些 随机 的 现象 了 . 牛顿 
第 二 定律 也 可 以 解释 随机 的 结果 ,使 得 牛顿 定律 更 加 丰富 了 它 的 应 
用 . 流体 力学 满足 确定 性 的 Navier-Stokes 方程 , 它 可 以 描述 随机 的 
滑 流 现象 . 大 气 运动 满足 确定 性 的 热力 动力 学 方程 组 , 它 可 以 描述 每 
天 都 不 相同 的 天 气 . 很 多 生命 现象 可 以 用 确定 性 的 反应 一 一 扩散 方 
程 来 描述 ,许多 多 样 化 的 不 同形 态 也 可 以 得 以 解释 . 生物 多 样 化 、 宇 
宙 星 体 分 布 的 复杂 性 、 地 震 发 生 的 突然 性 都 受到 混沌 概念 的 启发 . 

和 混沌 对 物理 学 的 冲击 一 样 ,分 形 (fractal) 概 念 将 “尺度 ”这 个 
自 变 量 引入 物理 学 中 ,许多 自然 现象 离开 尺度 来 谈 就 毫 无 意义 了 . 例 
如 中 国 的 海岸 线 长 度 为 18 000 公里 似乎 早已 成 为 常识 . 但 分 形 启 发 
的 问题 却 是 海岸 线 的 长 度 是 随 着 尺度 不 同 而 不 同 的 . 我 们 设想 ,如 果 
中 国 13 亿 人 每 人 带 一 个 卷 尺 , 约 好 明天 上 午 10:00 从 东北 到 海南 同 
时 去 测量 中 国 海岸 线 的 长 度 , 将 13 亿 人 测量 的 结果 相 加 (就 是 要 连 
接 起 来 ) , 鳄 怕 中 国 的 海岸 线 长 度 将 比 一 百 万 公里 还 要 多 ,当然 这 仅 
仅 是 一 个 假设 ,但 能 说 明 问题 . 为 什么 是 这 个 结果 呢 ? 原来 中 国 的 海 
岸 线 不 是 直线 , 它 有 大 大 小 小 的 弯曲 ,大 的 弯曲 达 数 百 公里 (如 渤海 
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湾 ), 小 的 弯曲 只 有 几 厘 米 . 从 厘米 到 数 干 公里 ,其 差别 达 10 一 10? 
数量 级 ,这 是 一 种 无 特征 尺度 的 现象 . 用 空中 摄影 的 办 法 去 量 海岸 
线 , 连 数 十 公里 的 弯曲 都 看 不 出 来 ,但 者 亲自 到 海边 去 量 , 数 厘米 的 
弯曲 也 量 得 出 来 . 所 以 ,我 们 不 能 提 “ 海 岸 线 有 多 长 ?” 这 类 问题 ,因为 
海岸 线 的 长 度 是 随 尺 度 变 化 而 变化 的 . 

现在 全 世界 从 科学 家 到 政府 首脑 都 在 说 : 气候 变 暖 了 . 实际 上 
这 种 说 法 不 正确 ,因为 气候 是 冷 还 是 暖 也 是 随 尺 度 而 变化 的 . 若 气候 
的 尺度 从 季节 变化 开始 算 起 ,一 年 .十 年 .百年 . 干 年 .万 年 .十 万 年 
…… 的 尺度 上 都 有 气候 的 冷暖 . 从 十 万 年 尺度 上 讲 , 现 在 可 能 处 在 冷 
期 ,但 从 百年 尺度 上 却 处 在 暖 期 . 所 以 ,离开 尺度 谈 气 候 冷 暖 或 旱 涝 
都 是 毫 无 意义 的 . 

地 震 的 震级 从 1 级 到 8 级 ,而 每 一 级 地 震 的 能 量 相差 30 倍 , 因 
此 8 级 地 震 和 1 级 地 震 的 能 量 差 30" 倍 . 如 果 以 能 量 作为 尺度 ,地 震 
发 生 的 次 数 显 然 是 随 着 尺度 变化 而 变化 的 ,因为 大 地 震 的 次 数 少 , 然 
而 ,一 级 地 震 却 天 天 都 有 ， 

大 气 中 的 大 渴 旋 ( 像 气旋 和 反 气 旋 )? 的 尺度 达 于 公里 ,而 小 涡 旋 
的 尺度 仅 几 厘米 . 为 了 研究 天 气 预 报 , 科 学 家 人 为 地 不 考虑 小 尺度 的 
涡 旋 而 专门 研究 大 尺度 的 运动 . 而 为 了 研究 雷阵雨 就 不 考虑 大 尺度 
的 运动 而 专门 研究 中 小 尺度 的 运动 , 台风 的 尺度 是 百 公里 , 称 为 中 尺 
度 运动 . 正 像 物理 学 上 有 宏观 物理 学 和 微观 物理 学 之 分 一 样 ,现在 叉 
研究 尺度 介 于 两 者 之 间 的 介 观 物理 学 (如 纳米 尺度 ). 而 实际 上 大 气 
中 的 大 小 涡 旋 是 彼此 相连 的 ,大 涡 旋 中 包括 小 误 旋 ,大 宰 旋 动 了 ,小 
涡 旋 也 必然 动 . 满 流 研 究 的 困难 之 处 也 正 是 因为 它 包 含有 大 大 小 小 
不 同 尺度 的 渴 旋 ,同样 我 们 也 不 能 提 “ 满 流 涡 旋 的 个 数 有 和 多少 ?” 这 
样 的 问题 ,因为 它 是 随 着 尺度 的 变化 而 变化 的 ， 

怎么 办 呢 ? 分 形 概念 告诉 我 们 ,在 多 尺度 系统 中 ,物理 量 是 随 玉 
度 而 变化 的 ,关键 的 问题 是 寻找 该 系统 随 尺度 变化 而 不 变 的 量 , 其 中 
分 数 维 (fractal dimension) 就 是 这 种 不 变量 . 物理 学 的 临界 现象 中 ， 
在 临界 点 处 ,粒子 之 间 的 关联 越 来 越 大 ,从 而 形成 各 种 尺度 的 “集团 ” 
和 “ 涨 落 ”, 所 寻找 的 临界 指数 也 是 这 种 不 变量 . 

正 因为 混沌 和 分 形 与 传统 的 物理 学 概念 相悖 ,同时 很 多 复杂 的 
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实际 问题 又 迫切 地 需要 这 两 个 概念 来 充实 ,所 以 必然 成 为 当前 科学 
的 前 沿 . 
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“混沌 >? 和” 分形? 是 两 种 主要 的 非 线性 现象 . 它 不 但 在 确定 性 和 
随机 性 之 间架 起 了 桥梁 ,而且 激 起 了 非 线性 现象 的 广泛 研究 . 非 线性 
的 实质 是 什么 ? 

20 世纪 以 来 ,科学 界 最 关心 的 一 个 名 词 慌 怕 就 是 “相互 作用 ” 
(interaction). 全 球 关注 的 环境 问题 不 外 乎 就 是 人 类 和 环境 之 间 的 
相互 作用 . 在 研究 气候 变化 时 ,主要 考虑 海洋 和 大 和 气 之 间 海洋 和 陆 
面 之 间 的 相互 作用 . 在 赤道 东 太 平 洋 出 现 的 厄尔尼诺 (El-Nino) 现 象 
时 ,就 联想 起 固体 地 球 自转 角速度 的 变化 和 海洋 、 大 气 之 间 的 相互 作 
用 . 因为 固体 地 球 、 海 洋 和 大 气 之 间 的 角 动量 是 要 交换 的 . 当地 震 发 
生 时 ,人 们 自然 关注 天 文 因子 的 影响 ,形成 “天文 地 球 动力 学 ”的 前 沿 
课题 ,研究 天 文 一 地 球 之 间 的 相互 作用 . 

事物 之 间 的 相互 作用 ,说 明 相 互联 系 的 事物 不 是 单方 面 的 影响 ， 
而 是 相互 影响 .相互 制约 和 相互 依存 的 ,这 就 是 非 线性 的 实质 . 

就 拿 大 鱼 吃 小 鱼 这 件 事 来 说 吧 ,似乎 小 鱼 多 了 大 鱼 也 会 多 ,这 是 
单方 面 的 影响 . 但 是 反 过 来 大 鱼 多 到 一 定 程度 ,小 鱼 必 然 会 少 ,大 鱼 
也 自然 会 少 . 所 以 说 是 相互 作用 的 . 若 z 和 y 分 别 表示 大 鱼 和 小 鱼 
的 数目 ,那么 ,= 和 >y 随时 间 的 变化 为 


一 至 = (大 鱼 的 增长 率 ) 一 (大 鱼 的 死亡 率 )， 


5 二季 = (小 鱼 的 增长 率 ) 一 (小 鱼 的 死亡 率 ). 


大 鱼 和 小 鱼 之 间 的 相互 作用 表现 为 : 大 鱼 的 增长 率 既 依赖 于 大 鱼 的 
数量 ,又 依赖 于 小 鱼 的 数量 , 即 

大 和 鱼 的 增长 率 = azy， 
同时 ,小 鱼 的 死亡 率 也 和 z 及 y 有 关 , 可 设 

小 鱼 的 死亡 率 = 一 67y. 
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这 样 ,大 鱼 和 小 鱼 数 量 的 变化 可 以 表示 为 


工 一 二 一 axy 一 CT， 
1 (1. 2) 
y= = dy bry, 
其 中 ,cz 表示 如 果 没 有 小 鱼 , 则 大 鱼 的 死亡 率 和 大 鱼 的 数量 成 正比 ， 
dy 表示 如 果 没 有 大 鱼 , 则 小 鱼 的 增长 率 和 小 鱼 的 数量 成 正比 . 

数学 上 (1. 2) 式 中 的 z 和 y 是 因 变 量 , 它 们 的 乘积 项 zy 就 称 为 
非 线性 项 ,或 称 = 和 y 之 间 的 “ 硝 合 "(couple) ,方程 1. 2) 就 称 为 非 
线性 常 微分 方程 .方程 (1. 2) 正 说 明 ,小 鱼 y 多 了 ,大 鱼 工 数量 就 增 
加 ; 但 是 大 鱼 = 多 了 ,小 鱼 y 的 数量 反而 会 减少 . 若 将 方程 (1. 2) 中 
的 非 线性 项 去 掉 , 那 么 结果 就 只 能 是 小 鱼 越 来 越 多 ,大 鱼 最 终 全 部 死 
掉 

我 们 虽然 还 不 能 去 求解 方程 组 (1. 2) ,但 从 分 析 已 经 知道 ,若是 
线性 方程 , 解 的 形态 一 定 是 单调 的 ,或 者 是 大 鱼 死 小 鱼 活 ,或 者 是 小 
鱼 死 大 鱼 活 . 但 若是 非 线性 的 话 ,如 方程 (1. 2), 大 鱼 多 了 小 鱼 少 , 反 
过 米 小 鱼 少 了 ,大 鱼 俄 了 也 要 减少 ;大 鱼 少 了 ,小 鱼 又 多 了 起 来 ,这 就 
可 能 出 现 大 鱼 和 小 鱼 数 目 按 一 定 的 周期 循环 ,甚至 于 会 出 现 数目 多 
少 不 定 的 非 周期 状态 . 总 之 ,对 非 线性 系统 ,形态 则 不 像 线性 系统 那 
样 单调 ,而 是 多 样 的 . 

在 流体 力学 和 大 气 运动 中 , 非 线 性 的 相互 作用 则 表现 为 另外 的 
形式 . 白天 太阳 将 地 面 加 热 ,因此 下 层 空气 比 上 层 空气 温度 要 高 , 因 
而 形成 了 温度 梯度 5. 夏天 常 由 这 个 上 下 空气 的 温度 差 而 形成 热 对 
流 ,产生 上 升 运 动 w. 若 无 非 线性 作用 的 话 , 则 空气 一 直上 去 就 不 下 
来 了 . 但 是 由 于 非 线性 , 热 空气 上 升 ,上 面 的 冷 室 气 向 下 运动 . 这 种 热 
空气 向 上 、 冷 空气 向 下 又 反 过 来 降低 了 当初 形成 热 对 流 的 温度 梯度 
红 Z. 因此 垂直 速度 w 和 温度 梯度 弛 的 乘积 w 和 是 ww 和 相互 作 
用 的 非 线性 形式 , 它 称 为 温度 对 流 . 同样 ,冬天 西伯 利 亚 冷 空气 南下 
也 会 有 v 2 形式 的 温度 平流 . 天 气 正 是 由 于 这 种 不 断 的 温度 平流 ， 


造成 “没有 一 天 天 气 是 相同 ”的 混沌 状态 . 
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同样 ,分形 的 产生 也 必然 在 非 线性 系统 中 . 若是 长 度 为 一 个 单位 
的 直线 段 ,不 管用 什么 尺子 去 度量 , 量 出 的 结果 都 是 单位 1, 最 多 有 
一 点 测量 误差 . 但 是 ,若是 海岸 线 , 它 有 大 大 小 小 尺度 不 同 的 跨 量 级 
的 弯曲 ,那么 量 出 的 结果 随 尺度 不 同 而 不 同 了 . 海岸线 是 曲线 ,这 就 
是 非 线性 . 在 非 线性 流体 力学 系统 中 ,不 同 尺 度 大 小 的 涡 旋 是 相互 作 
用 的 , 若 大 涡 旋 供 给 小 涡 旋 能 量 的 话 , 反 过 来 小 涡 旋 之 间 的 相互 作用 
又 会 影响 大 涡 旋 的 能 量 . 

因此 , 非 线性 的 实质 是 事物 之 间 的 相互 作用 , 非 线 性 的 基本 特点 
是 产生 多 样 性 和 多 尺度 性 , 混沌 和 分 形 只 能 在 非 线 性 系统 中 产生 . 


习 题 
1. 在 你 的 学 科 中 ,有 什么 现象 与 随机 过 程 相 联 系 ? 你 是 如 何 解 


释 它 的 ? 
2. 你 如 何 理解 “海岸 线 有 多 长 ?” 这 种 提 法 不 正确 ? 


第 二 章 ”确定 的 系统 可 以 有 确定 的 结果 ， 
也 可 以 有 不 确定 的 结果 


虽然 自然 界 的 随机 现象 很 多 , 像 天 气 、. 汕 流 . 气候.EI-Nino .地 震 
等 ,但 是 ,物理 学 的 许多 数学 模型 在 过 去 300 年 中 还 没有 在 确定 的 系 
统 中 (如 牛顿 第 二 定律 的 系统 中 ) 算 出 非 周期 的 结果 来 . 混沌 最 大 的 
贡献 就 是 用 简单 的 模型 就 可 以 得 到 明确 的 非 周 期 的 结果 . 

早 在 1890 年 法 国 著名 科学 家 庞 加 菜 (Poincare) 的 论文 4 论 三 体 
问题 和 动力 学 方程 》 就 提 到 ,二 体 ( 例 如 地 球 和 太阳 ) 运 动 是 周期 性 
的 ,但 是 当 研 究 三 体 (例如 海王 星 、 冥 王 星 和 一 粒 星 际 尘 埃 ) 运 动 就 会 
发 现 是 非常 复杂 的 . 正 像 他 所 说 : 图 形 的 复杂 性 令 人 稻 惊 ,我 甚至 不 
想 画 出 来 . 


§ 1 非 线 性 系统 形态 的 多 样 性 


天 气 预报 方程 是 一 个 描述 所 预报 天 气 状态 (如 湿度、 降水、 气压 
等 ) 随 时 间 和 空间 变化 的 流体 力学 和 热力 学 偏 微 分 方程 组 . 但 从 物理 
上 讲 , 这 个 方程 组 不 外 乎 有 三 种 因素 构成 : 驱动 天 气 变化 的 因素 (如 
引起 对 流 的 上 下 空气 层 的 温度 差 ). 耗 散 因素 (如 空气 的 黏 性 ) 和 非 线 
性 因素 (如 前 面 介绍 的 温度 平流 ) 构 成 . 因此 ,天气 预报 方程 可 以 简化 
成 如 方程 (1.1) 的 简单 形式 ， 
Zi+l = (zs) = pxnll 一 tr)， (2. 1) 
x: € [0,1], x € [0,4], 
其 中 ,z 是 天 气 状态 变量 ,w 是 系统 控制 参数 . pz 是 驱动 天 气 状 态 
由 第 n 时 刻 的 z, 变 到 第 ”十 1 时 刻 的 zx,41 的 驱动 因素 ,一 yx! 表示 耗 
散 因 素 ,z? 表示 非 线性 因素 . 控制 参数 y 的 大 小 反映 了 了 驱动 因素 和 
耗 散 因 素 的 相对 大 小 . 
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> 


(2. 1) 式 这 种 类 型 的 方程 可 以 描述 很 多 现象 . 如 生态 现象 ,此 时 
zw 代表 生物 种 群 的 数目 ,wp 代表 繁殖 率 ,一 zi 代表 由 于 自然 环境 造 
成 的 食物 限制 或 者 战争 带 来 的 物种 的 灭亡 . 描述 生态 现象 时 ,方程 
(2. 1) 称 为 逻辑 斯 蒂 映 射 (logistic map). 

(2. 1) 式 称 为 一 维 映射 ,或 称 为 迭代 函数 系统 . 在 (2. 1) 式 右 端 将 
初始 时 刻 的 状态 zo 代入 , 则 左 端 就 得 到 下 一 时 刻 的 状态 z1, 再 将 zl 
代入 右 端 , 左 端 就 得 到 zz，… ,这 样 不 断 下 去 就 得 到 一 个 状态 的 时 间 
序列 或 者 轨道 ， 


To Ti Ta ayTa+l1 人 
下 面 我 们 将 看 到 ,这 样 一 个 简单 的 确定 性 的 方程 (2. 1), 确 实 有 多 种 
1. 定常 状态 


在 计算 zx; 过 程 中 , 当 右 端 用 xz* 代 入 时 , 若 左 端 又 得 到 xz" ,那么 
就 说 明 此 时 的 z' 就 是 随时 间 x 不 变化 的 解 , 称 为 定常 解 ,也 称 不 动 
点 . 

于 是 令 (2. 1) 式 的 左边 和 右边 相等 ， 


r= f(x) 一 HAz(l 一 并 )， (2. 3) 
这 是 个 代数 方程 ,很 容易 解 得 . 
ZCpm 一 A 十 1) 王 0， (2. 4) 
因此 得 到 两 个 定常 解 (定常 状态 ) 
人 
Z* 一 0 和 zz 1 (2.5) 


(2. 1) 式 左边 的 图 像 是 在 直角 坐标 系 中 的 一 条 直线 y 一 +, 右边 
的 图 像 是 一 条 抛物 线 ,抛物 线 的 顶点 在 z 一 亏 处 ,高 度 为 对. 定常 解 
就 是 直线 y=z 和 抛物 线 的 交点 , 见 图 2.1. 

若 在 z 轴 上 取 一 点 zo, 代 入 (2. 1) 式 右 端 得 到 f(zo), 这 在 图 
2.1 上 就 相当 于 从 zo 点 垂直 向 上 作 一 条 重 线 交 抛 物 线 上 一 点 的 重 
直 长 度 ,再 由 该 交点 作 一 条 平行 线 交 直线 > 一 z 于 一 点 ,该 点 到 zx 二 
的 垂直 距离 就 是 zi , 它 就 是 由 原点 到 z 的 距离 , 它 就 是 由 zo 迭代 求 
得 的 zi 值 . 所 以 每 迁 代 一 次 的 过 程 就 是 作 垂 线 交 /(z) ,再 作 平行 线 
交 yx. 如 图 2.1 中 的 虚线 和 箭头 所 示 . 
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0 了 区 Xo 如 
2 
{Du<l (bu>1 


图 2.1 式 (2.1) 的 迭代 过 程 


当 参 数 /过 1 时 ( 见 图 2. 1(a)) ,由 zo 出 发 闪 代 时 求 出 的 z1,z2， 
…, 愈 来 愈 接近 于 z 一 0, 即 收 剑 到 方程 (2. 1) 的 第 一 个 定常 解 x* = 
0. 而 当 p>1 时 ( 见 图 2. 1(b)) ,由 zo 出 发 送 代 时 求 出 的 mr 
愈 来 愈 偏离 z* 二 0, 而 收敛 到 直线 y=x 和 抛物 线 y= 了 (x) 的 另 一 个 
交点 , 它 就 是 (2. 1) 式 的 第 二 个 定常 解 =1 一 广 : 为 了 保证 这 个 定 
常 解 是 正 值 ,显然 要 求 0 和 Ap 委 1. 

2， 周 期 解 

按照 传统 的 看 法 ,对 式 (2. 1) ,从 初始 值 zo 出 发 ,一 直送 代 到 相 
邻 两 次 迭代 值 之 差 小 于 约定 的 误差 为 止 , 即 若 | zi 一 六 |<e, 则 选 


代 就 收 仇 了 . 不 是 收 剑 到 z* = 0 就 是 收 全 到 zx* 一 1 一 六 ,怎么 还 会 


有 周期 解 呢 ? 
原来 在 (2. 1) 式 中 ,车 迭代 到 菜 一 步 , 右 端 用 zi 代入 , 左 端 求 得 
Zz， 若 再 用 zz 代入 右 端 , 左 端 又 得 到 zx, 即 


A (2. 6) 
x1 = f (zz). 
即 和 迭代 的 结果 为 
ee (2.7) 


这 样 , 兴 代 到 一 定 程度 以 后 ,x 和 zs 两 个 数 循环 出 现 . 若是 从 
迭代 收敛 的 观点 , 相 邻 两 次 迭代 值 之 差 |z1 一 zs| 决 不 会 小 于 任意 给 
定 的 一 个 小 误差 ,似乎 并 不 收敛 . 但 这 个 解 (周期 2 解 ) 的 确 存在 . 
将 (2. 6) 式 第 一 式 代 入 第 二 式 , 或 者 将 第 二 式 代 入 第 一 式 , 则 得 到 z 
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和 zz 满足 的 方程 为 
X= (Jrz)) = HLpz(l 一 z)]L1 一 Ar(l — x)] 
E22 p(y). (2. 8) 
(2. 8) 式 是 一 个 四 次 代数 方程 , 它 有 四 个 实 根 .由 于 将 += f(x) 
代入 (2. 8) 式 右 端 导 得 < 一 /zxz), 因 而 (2.8) 式 含有 z=z) 的 两 个 
根 ,如 (2.5) 式 .因而 在 (2.8) 式 中 除去 (z 一 0) 和 | z 一 | 1 一 二 | |] 这 本 
个 定常 解 因子 , 则 导 得 二 次 方程 
pez2 一 (1 十 [zz 十 (十 1) 一 0， (2. 9) 
因而 求 得 的 周期 2 解 为 
_ C+D DEV + D3) 
24 “ 


T1,2 (2. 10) 


同样 ,从 (2. 10) 式 看 出 ,为 了 保证 x1,z 为 实数 值 ,参数 y 必须 大 
于 3. 例如 取 y==3.2 时 ,由 (2.10) 式 算出 的 周期 2 解 为 x1 二 0. 513， 
Z2 一 0.799. 
(2. 1) 式 不 但 有 两 个 数 一 一 循环 的 周期 2 解 ,还 会 有 4 个 数 一 一 
循环 的 周期 4 解 ,它们 满足 的 方程 显然 为 
z= ff) EE Pr)， (2.11) 
其 中 将 周期 1 的 定常 解 < 一 0 和 z 一 1 一 六 以 及 周期 2 的 两 个 解 (如 
(2. 10) 式 ) 扣 除 后 ,方程 (2. 11) 剩 下 的 四 个 实数 根 就 是 所 求 的 周期 4 
解 . 
一 般 (2.1) 式 还 有 周期 8,16,32,…，,2" 的 解 . 也 存在 周期 3、 周 期 
5 这 种 形式 的 周期 解 . 
3. 混沌 解 
对 (2. 1) 式 的 计算 表明 ,在 参数 py 达到 一 个 临界 值 
pu = 3.57 (2.12) 
后 ,其 状态 则 由 有 限 的 周期 2" 状态 , 变 到 周期 无 限 (* 一 ce) 的 混沌 状 
态 . 图 2. 2 显示 的 是 (2. 1) 式 的 周期 1、 周 期 2、 周 期 4 …… ,以 及 混 
由 此 看 来 ,一 个 如 此 简单 的 一 维 映射 , 却 有 定常 解 .各 种 周期 解 
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和 如 
O 
0<h 3 定常 状态 3 < 有 入 3.449 周期 2 
如 加 
O n 0 n 
3.499 < 4 志 3.545 周期 4 上 > 3.54 第 周期 


图 2.2 (2.1) 式 的 多 种 形态 


和 混沌 解 ,形态 是 多 样 的 . 但 是 若 (2. 1) 式 是 线性 系统 
Za 一 0.57z 和 Zotl 一 2zo， (2. 13) 
那么 形态 就 单一 了 ,对 (2.13) 式 的 第 一 个 映射 只 有 一 种 形态 , 即 
za”>0; 对 第 二 个 映射 ,zs 一 oo. 
那么 一 个 非 线性 系统 这 么 多 的 形态 是 如 何 转化 的 呢 ? 我 们 来 看 
下 面 的 分 析 . 


§ 2 驱动 力 和 耗 散 力 的 竞争 


正如 前 节 所 述 ,(2. 1) 式 中 的 wz 项 表示 驱动 原 有 状态 改变 的 一 
种 力 ,而 一 jx: 项 表示 耗 散 因素 , 因此 加 上 (2. 1) 式 是 非 线性 的 ,两 种 
因素 的 竞争 便 会 造成 (2. 1) 式 的 形态 是 多 种 多 样 的 . 正 像 两 个 人 打 拳 
一 样 ,车 其 中 一 人 特别 强 , 那 么 另 一 人 很 容易 被 打倒 ,这 种 形态 很 简 
单 .但 是 当 两 个 人 的 拳术 和 力量 相当 时 , 则 可 能 形成 拉 饥 战 ,甚至 难 

怎么 判断 这 两 个 力 的 相对 大 小 呢 ? 由 于 这 两 个 力 混杂 在 函数 
f(x) 中 ,我 们 给 定 一 个 定常 状态 z' ,并 给 定 一 个 变化 37., 看 它 对 
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zn+1 会 引起 多 大 的 变化 . 从 (2. 1) 式 很 容易 得 到 


9 
OTnt1 一 3 dr (2. 14) 
因此 只 要 
9 
= | 六 <1 (2.15) 


当 增加 时 ,5zw+1 就 趋向 于 0, 即 状态 仍然 保持 在 x ,这 就 意味 着 
驱动 力 小 于 耗 散 力 , 反之 , 若 


人 | = |¥ >1, (2.16) 


¥ 
=x 


则 表示 驱动 力 大 于 耗 散 力 ,状态 就 要 离开 原 有 的 状态 (3x 会 增 
大 ) ,而 转变 到 另 一 个 状态 . | 让 实际 上 就 是 在 点 z* 处 f(x) 的 斜率 . 

例如 对 于 定常 态 zx* 二 0, 由 (2.1) 式 得 到 

[4| = | = (pC— 2p7)|s20= pK. (2.17) 

因此 按 (2. 15) 和 (2. 16) 式 , 当 0 二 py 过 1 时 ,驱动 力 小 于 耗 散 力 ,此 时 
保持 原 有 的 状态 z* ==0, 我 们 称 此 时 状态 z* 一 0 是 稳定 的 . 而 当 /> 
1 时 ,此 时 驱动 力 大 于 耗 散 力 , 则 状态 就 要 离开 x* = 0, 此 时 我 们 称 
状态 z" 一 0 是 不 稳定 的 . 那么 它 要 变 到 什么 状态 呢 ? 

我 们 再 来 看 定常 状态 z* 一 1 一 广 , 此 时 


= | 
(2., 18) 
按 (2. 15) 式 要 求 ， 
| 一 gg 十 2| 达 1， 
即 
—1<—y+2<1, 
即 


1<A<<3. (2. 19) 
因此 对 zx* 一 1 一 万 而 言 ,在 1 过 py 过 3 时 ,驱动 力 小 于 耗 散 力 ,因而 它 
是 稳定 的 ;而 在 />3 时 ,驱动 力 大 于 耗 散 力 , 它 是 不 稳定 的 . 
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归纳 起 来 讲 ,状态 z* = 0 在 y=1 处 刚好 要 发 生 驱 动力 大 于 耗 
散 力 ,因而 状态 则 由 z* 一 0 转变 成 状态 z* 一 1 一 考 . 当 控 制 参数 y 
变化 时 ,系统 状态 发 生 了 变化 就 称 为 分 贫 . 我 们 称 状态 x* =0 在 参 
数 ==1 处 发 生 了 一 次 分 贫 . 

从 (2. 19) 式 看 出 ,显然 状态 z* 1 一 广 要 在 wz 一 3 时 发 生 一 次 分 
岔 , 它 转变 成 什么 状态 呢 ? 我 们 看 周期 2 满足 的 方程 (2. 8). 将 它 和 定 
常 解 (或 者 周期 1) 满 足 的 方程 (2. 3) 比 较 看 出 ,周期 2 相当 于 将 
(2. 3) 式 右 端的 f(z) 换 成 了 (f(z)). 此 时 (2. 14) 式 中 的 并 就 


了 . 


按照 复合 函数 微 商 公式 得 
1 一 of (f(x)) 
ka 


= f(z1) * f(x,), (2. 20) 


T1172 


若 一 一 1, 此 时 驱动 力 和 耗 散 力 相 等 ,由 (2. 20) 式 得 
AL 一 2z)。AHA( 一 2z?) 一 一 
或 者 
AL1 一 2(zl 十 zz) 十 4zz?] 一 一 1 
由 (2. 9) 式 可 知 ,十 zy 一 人 直抵 . 一 所 寺 ,代入 到 上 式 得 


il1 一 2 人 乱 十 4 二 4.& 吉 了] 一 1， 
A A 
解 得 
# 一 1 土 \/6. (2. 21) 
我 们 取 (2. 21) 式 中 的 正 号 . 这 就 意味 着 当 
3<A<1 十 WV6 = 3.449 (2. 22) 


时 ,对 周期 2 状态 , 耗 散 力 小 于 驱动 力 , 它 是 稳定 的 .在 w=3 处 ,状态 
z* 一 1 一 六 则 分 岔 出 周期 2 状态 . 同样 ,在 J 二 1 十 V6 二 3.449 处 ， 
周期 2 状态 开始 不 稳定 ,又 分 岔 出 周期 4 状态 , 它 又 分 贫 出 周期 8 状 
态 , … 这 种 周期 加 倍 的 过 程 称 为 周期 倍 分 岔 (period doubling 
bifurcation) ,不 断 串 级 (cascade) 分 岔 下 去 ,直到 jx 二 3. 57 分 贫 出 混 
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所 以 (2.1) 式 的 状态 的 转化 完全 是 驱动 力 和 耗 散 力 竞争 的 结果 ， 
当 驱 动力 比较 弱 时 (w 较 小 ) ,状态 只 能 是 定常 态 . 当 耗 散 力 和 驱动 力 
相当 时 (jy 较 大 ) ,就 会 出 现 两 种 力 竞争 不 相 上 下 的 局 面 ,此 时 会 出 现 
各 种 周期 状态 和 混沌 状态 . 所 以 混沌 状态 的 出 现 是 非常 自然 的 , 正 像 
流体 中 的 雷诺 数 Re( 它 表示 惯性 力 的 驱动 力 和 耗 散 力 之 比值 ) 较 小 
时 ,流体 显示 出 层 流 状态 ,而 当 雷 诺 数 Re 超过 某 个 临界 值 时 ,流体 
就 显示 出 满 流 状态 一 样 . 这 种 混沌 状态 不 是 计算 错误 造成 的 ,而 是 自 
然 界 客观 存在 的 一 种 状态 ,只 是 过 去 300 年 来 没有 用 简单 的 模型 证 
实 而 已 . 
上 述 的 两 种 力 竞 争 而 导致 非 线 性 一 维 映射 状态 发 生变 化 的 理论 
也 适合 于 非 线性 二 维 映射 . 
: Tt1 = fT sr), 


(2. 23) 

Yatl = ETns yn). 

和 (2. 3) 式 类 似 ,(2. 23) 式 的 定常 状态 满足 
zy 3 )， (2. 24) 


yy" = g(r’,y"). 
对 (rT” ,yy” ) 的 一 个 变化 (6x, ,6y,) ,它们 引起 的 变化 (x.41,6yn+1) 与 
(2.14) 式 类 似 ,为 


_2 of 
3zo+ 一 az 十 yj (2. 25) 
_9g 9g 
Syn+1 or ce Tn 十 Oy Cr ye 
将 (2. 25) 写 成 矩阵 形式 
af of 
STnt1 一 or Oy (| (2 26) 
dynt1 og 38 3y。 
Orz 9y (zr,y") 


(2, 26) 式 是 一 个 线性 差分 方程 ,判别 两 种 力 是 否 平衡 ,我 们 可 设 
3Sz, 一 4。 和 如,3 加 一 已 。 和 ,代入 (2. 26) 式 , 则 导 得 


of _ af 

3z 9y (4 = 0. (2. 27) 
9g og _ ) B 
Or 9y (zy ) 
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(2. 27) 式 是 关于 (4,B) 的 齐 次 线性 代数 方程 组 ,要 为 非 零 解 只 有 其 
行列 式 为 零 , 即 


of _ af 

ox Oy 
3g ag 一 0， (2. 28) 
Gz 9y [CN ,yy*) 


此 时 ,4 称 为 (2. 27) 式 中 和 矩阵 ( 称 为 雅 可 比 矩 阵 ) 的 特征 值 . 因此 , 当 
141<1 时 , 耗 散 力 小 于 驱动 力 , 定 常 状态 (zx" ,y" ) 是 稳定 的 ;而 当 
IMl 六 1 时 ,驱动 力 大 于 耗 散 力 , 则 定常 状态 (z* ,y"' ) 是 不 稳定 的 . 所 
以 ,一 维 映射 中 判断 两 种 力 大 小 的 4 也 称 为 特征 值 . 

(2. 1) 式 的 周期 倍 分 岔 过 程 , 见 图 2. 3. 


O Hl Wb bt Fk 


图 2.3 (2.1) 式 的 周期 倍 分 倪 过 程 


§ 3 ”状态 演化 的 物理 过 程 一 一 伸 长 (stretch)、 
扭转 (twist) 和 折 春 (fold) 


前 面 我 们 已 经 看 到 非 线 性 系统 的 多 样 性 . 而 这 些 状态 又 是 不 断 
变化 的 ,我 们 的 分 析 昌 然 并 未 用 到 描述 演化 的 常 微分 方程 、 偏 微分 方 
程 ,而 只 用 到 一 个 简单 的 迁 代 函数 关系 式 (2. 1) ,但 是 因为 它 包含 了 
状态 演化 的 主要 因素 , 即 驱动 . 耗 散 和 非 线性 ,所 以 多 样 性 的 结论 对 
比较 复杂 的 系统 也 适用 . 自然 界 状态 的 演化 过 程 并 不 像 直 线 那样 平 
坦 ,而 是 曲折 的 . 驱动 因素 总 要 使 系统 离开 原 有 的 状态 ,而 耗 散 因素 
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总 要 使 系统 保持 整体 结构 ,力图 不 要 使 状态 演化 得 太 远 , 非 线 性 相互 
作用 使 状态 更 具有 几何 .拓扑 上 的 多 样 性 .下面 我 们 仍 用 简单 的 例 
子 , 说 明 自 然 界 状态 演化 的 拓扑 形态 . 


最 简单 的 映射 是 帐篷 映射 : 
Tz,) (全 OSmEl2, (2 29) 
Tn 一 nj 一 . 
人 2 一 2z，1/2<z 委 1， 
锯齿 映射 
2 EE 要 0 二 < 1 2， 
zu = S(z,) = | ” Sz < (2. 30) 


2z, 一 1， 1/2 二 zx,1， 
这 两 个 映射 具有 自然 现象 演变 的 一 般 特 点 一 一 伸 长 和 折 释 . 
帐篷 映射 的 第 一 半 是 驱动 状态 的 演变 , 它 将 原 有 的 长 度 均 匀 伸 
长 两 倍 . 第 二 半 是 耗 散 因素 , 它 不 使 状态 演化 到 无 穷 ,又 将 伸 长 的 间 
隔 折 秋 回来 ,因为 一 个 z+1 映 射 成 两 个 不 同 的 zx,. 这 种 伸 长 折 秋 的 
过 程 见 图 2. 4. 


tl 0 2 1 


~ 人、 pe 
,| 


全 
图 2.4 帐篷 映 射 的 伸 长 和 折 桓 


对 锯齿 映射 ,我 们 可 以 将 = 看 成 角 变 数 ,将 映射 看 成 是 在 圆 上 
的 映射 ,zx 从 0 到 1 相当 于 沿 圆周 转 一 图 . 映射 的 前 一 半 , 是 驱动 圆 
均匀 伸 长 到 圆周 长 为 原来 两 倍 , 而 后 一 半 是 将 其 扭转 成 8 字形 , 它 的 
上 轮 和 下 轮 就 是 原来 长 度 的 圆 ,再 将 上 轮 折 和 至 下 来 使 两 个 圆 压 在 一 
起 , 见 图 2. 5. 

这 两 个 例子 说 明 , 每 迭代 一 次 ,系统 的 状态 都 要 经 过 伸 长 一 扭转 
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{b) 
{a) 


信 
x=0.1 bk 


yi 
折 礁 
(0) ~ 


图 2.5 锯齿 映射 的 伸 长 .扭转 和 折 重 


一 折合 这 种 过 程 变 到 新 的 状态 . 把 这 种 物理 的 过 程 分 析出 来 ,对 研究 
状态 变化 是 直观 明显 的 . 


上 上 述 的 一 维 映射 ,反映 出 状态 (点 ) 在 xz 轴 上 跳 来 跳 去 的 状况 . 
现在 我 们 举 出 二 维 映射 ,就 可 以 看 出 流动 状况 . 


折 生 Baker 映射 : 
n+l 一 2zn， 1 
0 委 z < 已 王 ， 0 委 内 委 1 
Yntl 一 Yn/2, 2 


(人 1 rai1, 0<%<l. 
Yatl = 1 — yn/2. 2 ” 
它 将 一 个 方块 先 压缩 伸 长 ,再 折 秋 起 来 . 为 了 说 明 ,我 们 在 方块 上 画 


上 流动 的 箭头 . 从 图 上 看 出 ,映射 以 后 ,上 下 两 个 第 头 相反 , 它 表示 ， 
由 流动 引起 的 通 量 相 消 了 , 见 图 2. 6(a). 


但 是 对 于 堆积 Baker 映射 : 


(2. 31) 


(27, ,Ya/2),， 
(2z, — 1,(1 二 y1)/2), 


( ) 0 zx 1/2, 
Tntl? yn > 
士 19 Ynt1 1/2 去 工 反 1， 


(2. 32) 
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和 折 释 Baker 映射 的 区 别 是 : 映射 以 后 ,上 下 两 个 半 块 是 堆 在 一 起 ， 
显然 此 时 通 量 加 倍 了 , 见 图 2. 6(b)，. 


2 人 
oo—— 
(a) pp 
> | 
PF 
(b) 堆积 映射 


图 2.6 Baker 映射 
著名 的 Small 马蹄 映射 


[ 衬 ,3y| ， 0<y, < 1/3, 
(Tatis Ynt1) 一 


(1 至 ,sa 一 »y)]， 2/3 委 加 委 1， 


通过 伸 长 和 折 登 变 成 了 一 个 马蹄 , 见 图 2. 7. 


图 2.7 Small 马蹄 映射 
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除了 伸 长 . 折 又 、 扭 转 的 因子 外 ,物理 学 上 还 有 前 切 (shear) 因 
子 . 如 下 面 是 伸 长 . 折 符 前 切 三 维 映射 : 
| [2z., 空 ,7[ 妆 ]]， 0<z,<1/2, 
Tntls .yn 十 1， 之 mn 十 1 7 一 一 
[2 一 zx- 将 ,j[1 一 当 ])， 1/2<y,<1,， 
(2. 33) 
其 中 /(y) 二 y 一 这 . 这 一 个 映射 首先 是 按 伸 长 一 折 基 Baker 映射 
(2. 31 式 ) ,然后 是 前 切 , 见 图 2. 8. 


和 <3 印 
也 大 本/ 


(0) 
图 2.8 伸 长 一 折合 一 剪 切 映射 
从 上 述 几 个 简单 的 分 段 映射 ( 非 线 性 映射 ) 中 我 们 可 以 看 出 , 系 


统 状态 演化 的 主要 因子 或 几何 实质 是 伸 长 . 折 释 .扭转 和 剪 切 . 而 传 
统 动力 学 可 以 看 成 是 几何 上 坐 着 不 动 或 是 在 忽 圈 子 . 
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8$ 4 周期 轨道 和 混沌 


从 (2. 1) 式 表示 的 逻辑 斯 蒂 映 射 可 以 看 出 ,只 有 当 该 系统 中 的 所 
有 有 周期 轨道 均 不 稳定 时 ,到 wp 时 才 出 现 混 沌 , 见 图 2. 3. 所 以 说 混沌 
中 含有 各 种 各 样 (不 稳定 ?的 周期 轨道 . 

以 (2. 29) 式 表示 的 帐篷 映射 和 (2. 30) 式 表示 的 锯齿 映射 为 例 ， 
T:(z) 和 T”(zx) 的 图 像 见 图 2.9,S:Cz) 和 S"(z) 的 图 像 见 图 2. 10. 


(a) (b) 
图 2.9 帐篷 映射 的 二 次 迭代 (图 (a)) 和 xm 次 达 代 (图 (b)) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 


工 
2 
(a) (b) 
图 2. 10 馈 齿 映射 的 二 次 迄 代 (图 (a)) 和 mw 次 送 代 (图 (b)) 
从 图 2.9 看 出 ,T(z) 和 y=z 有 四 个 交点 ,除去 < 一 0 和 < 一 二 


两 个 周期 1 的 交点 外 ,周期 2 解 是 zx 一 之 和 z 一 名.S*(z) 和 yz 也 
有 四 个 交点 ,除去 z 一 0 和 zx 一 1 两 个 周期 1 的 交点 外 ,周期 2 解 是 
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zx 一 方 和 x 一 写 . 显然 对 周期 1 解 的 斜率 14| 一 2, 对 周期 2 解 的 斜率 


141==4, 因 此 都 是 不 稳定 的 周期 解 . 
假如 我 们 以 二 进 制 数 
To 一 0. a1asQ3Q4""* (2. 34) 


作为 迁 代 初 值 ,其 中 a; 不 是 0 就 是 1, 将 re 乘 以 2, 即 相当 于 (2. 34) 
式 的 小 数 点 向 右 移动 一 位 , 即 cl. asasa4…. 车 zo< 记 , 即 a1 一 0, 则 移 


位 后 得 到 的 就 是 所 求 的 结果 ;车 zo 之 记 , 即 a1 一 1, 那 么 减 去 1 以 后 
的 结果 是 
X1 = 0. asasas*"*, (2. 35) 

因此 ,锯齿 映射 就 等 价 于 每 次 小 数 点 向 右 移动 一 位 的 移 位 映射 

而 帐篷 映射 的 2 一 2xo 二 1 一 (2zo 一 1)= 二 1 一 SC(zo) 则 相当 于 将 
(2. 35) 式 的 数字 1 变 成 0, 数 字 0 变 成 1. 例如 车 zo 一 0. 101101, 则 
2zo 王 1. 01101,2 一 2zo 一 0. 10010. 

我 们 可 以 利用 二 进 制 表达 式 构造 锯齿 映射 的 周期 轨道 . 例如 若 


zo 一 0.1010101010… = 了 一 0.10， 


该 序列 中 的 “10” 是 无 限 循环 的 (在 数字 10 下 夯 横 线 表 示 ), 它 就 是 锯 
齿 映 射 周期 2 的 初 条 件 , 将 它 代入 (2. 30) 式 便 得 到 


Xi = 0.010101010101… = 于 = 0.01， 
它 是 “01” 无 限 循环 的 . 所 以 (2. 30) 式 表示 的 锯齿 映射 的 周期 2 轨道 


2121... 
为 3 3 33， . 


又 例如 车 zo 二 0. 100100100100100… = 了 = 0. 100 ,将 它 代 入 
(2. 30) 式 便 得 到 
zi = 0. 001001001001001001… = 于 = 0. 001， 
zs = 0. 010010010010010010… = = 0. 010， 
i124 


所 以 ,锯齿 映射 的 周期 3 轨道 为 | 广 , 子 , 广 , 广 , 子 ， 了 ，… 
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一 般若 zo 二 0.aiazasa4…ap, 且 以 PP 个 二 进 制 数 重复 构成 循环 ， 
那么 它 就 是 锯齿 映射 周期 轨道 上 的 一 个 周期 已 的 点 . 
现在 我 们 利用 (2. 30) 式 表示 的 锯齿 映射 的 周期 点 ,能 否 求 
(2. 29) 式 表示 的 帐篷 映射 的 周期 点 呢 ? 
下 面 我 们 说 明 , 若 wo。 是 锯齿 映射 的 周期 P 点 , 即 
wo 一 S (wo), (2. 36) 
那么 
zo = T(rwo) (2. 37) 
就 是 帐篷 映射 带 有 同样 周期 的 周期 点 , 即 zx, 二 zo. 
下 面 我 们 先 来 说 明 两 个 映射 之 间 的 关系 : 


TT(z) = TS(z), (2. 38) 
其 左边 为 
T(T(z)) = T(2x) 一 4z， 0 二 过 委 0.25， 
TICT(Cz)) 一 工 2z) 一 2 一 4z， 0.25<< 工 委 0,.5， 


TITCz)) 一 工 (2 一 2z) 一 一 2 十 4z，0.5<Z 委 0.75， 

T(T(x)) = T(2 — 27x) = 4— 4z, 0.75<z 魏 1， 
(2. 38) 式 的 右边 为 

TGSCz)) = T(27x) 一 47， 0 委 过 魏 0.25， 

TGSCz)) 一 工 (2z) 一 2 一 47， -0.25< 工 委 0.5， 

T(SCz)) = T(2 — 27x) 一 一 2 十 4z，0.5<< 工 委 0.75， 

T(SGCz)) = T(2 — 27x) = 4— 4z, 0.75< 并 委 1， 
因此 证 实 了 (2. 38) 式 . 


由 (2. 38) 式 很 容易 得 到 
TTT(z) = TTS(zx) 一 TSSCz)， (2. 39) 


它 说 明 工 的 N 次 迭代 与 S 的 N 一 1 次 适 代 接 着 一 次 工 迭 代 等 价 . 
现在 证 明 zp=zo, 将 zxo 迭代 PP 次 , 即 
ze= Tr(zo) = TF(TCwo0)) = TTtI (rwo) 
= TSf(wo) = T(wo) = Zo， 
得 证 . 
例如 wo 一 二 是 (2. 30) 式 表示 的 锯齿 映 射 的 周期 3 点 ,那么 zo 一 
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马 一 T[ 二 就 是 帐篷 映射 (C2.29) 式 ) 的 周期 3 点 .事实 上 ,将 zo 一 之 


7 
代入 (2.29) 式 肛 一 所 ,x 一 了 ,zz 一 了 了 .当然 这 里 应 当 指出 ,为 了 保 
证 已 是 最 小 的 周期 , 即 xo 二 znCm 二 1,2,3,…,P 一 1), 此 时 必须 对 
wo 的 二 进 制 数 字 作 一 定 的 限制 . 
从 上 面 的 分 析 我 们 看 到 ,帐篷 映 射 ((2. 29) 式 ) 和 锯齿 映射 含有 
各 种 各 样 的 周期 轨道 ,这 些 周期 轨道 都 是 不 稳定 的 ,因而 只 能 是 混 
沌 ,这 是 判别 混沌 的 标志 . 所 以 混沌 中 隐藏 着 许多 周期 轨道 ,尤其 是 
周期 2 .周期 3、 周 期 5, 这 些 轨道 反映 混沌 演化 的 特性 . 
前 苏联 科学 家 沙 尔 可 夫 斯 基 (Sharkovsky) 论 证 了 一 维 映射 zs+i 
二 f(z,) 存 在 下 列 自然 数列 ， 
第 一 排 是 从 3 开始 的 奇数 ， 
3,5,7,9,11,13,15,.; 
第 二 排 = 第 一 排 X2;: 
6,10,14,18,22,26,30,.; (2. 40) 
第 三 排 = 第 一 排 x4: 
12,20,28,36,44,52,60,.; 
最 后 一 排 = 递 碱 方式 2 的 寡 : …,64,32,16,8,4,2,1, 
他 证 明 , 如 果 系 统 有 周期 为 某 数 的 解 ,那么 这 个 系统 一 定 有 数列 
(2. 40) 中 排 在 这 个 数 后 面 的 那些 数 的 周期 解 . 例如 逻辑 斯 蒂 上 映射 
((2.1) 式 ) 有 周期 4 的 解 ,那么 它 一 定 有 周期 2 和 周期 1 解 . 若 映 射 
中 有 周期 3 的 解 ,那么 按照 (2. 40) 式 ,该 系统 就 存在 一 切 数目 的 周期 
解 . Li( 李 天 岩 ) 和 Yorke 合 写 了 一 篇 文章 ,名 为 “周期 3 意味 着 混 
沌 ”, 就 是 这 个 含义 ， 


例如 下 列 映 射 ; 
3z,, 0 二 工 <3， 
17 8 1 2 
nl = f(z,) 一 9 3 Tn En (2. 41) 
于 ， 4 <n 
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/| 二 = 二 ,| 二 =1,701) 一 十 ,所 以 x 一 省 是 周期 3 点 ,按照 李 - 


Yorke 定理 , (2. 41) 式 有 混沌 . 
8$5 线性 和 非 线 性 敏感 初 条 件 的 区 别 


在 逻辑 斯 蒂 映 射 ((2. 1) 式 ) 的 wp>>pme=3.57 时 以 及 帐篷 映射 
((2. 29) 式 )、 锯 齿 映 射 ((2. 30) 式 ) 都 出 现 了 混沌 ,此 时 初始 条 件 稍 有 
一 点 差别 ,那么 授 代 多 次 后 ,最 终 差别 就 比较 大 了 . 虽然 这 种 差别 数 
值 并 不 一 定 很 大 ,但 是 要 问 x 次 (n 较 大 ?和 迭代 后 ,z 是 什么 值 , 那 就 
答 不 上 来 了 ,这 正 是 图 1. 1 的 结果 . 

我 们 以 两 个 二 进 制 数 作为 初 值 ,它们 仅 在 第 六 位 数 上 相差 一 点 ， 

zo = 0.0101101011100011001， xz = 0.0101111011100011001， 
那么 用 锯齿 映射 (2. 30) 夫 代 5 次 后 的 结果 为 
zi = 0.101101011100011001， zi = 0.1011101110001101; 
zx; = 0.01101011100011001， zs = 0.01111011100011001; 
zs = 0.1101011100011001， zs = 0. 1111011100011001; 
zs = 0.101011100011001， zx/ = 0.111011100011001; 
zs = 0. 01011100011001， zx; = 0. 11011100011001. 

可 以 看 出 ;< 十, 但 世 = 必 十 去. 五 次 选 代 后 两 者 的 差别 达到 -2 由 
于 帐篷 映射 和 锯 此 映 射 每 迭代 一 次 ,二 进 制 的 有 效 数 字 就 丧失 一 位 ， 
因此 若 从 第 100 位 有 差别 的 两 个 几乎 完全 相同 的 二 进 制 数 , 即 两 个 
数 相差 2-1% 开 始 , 和 迭代 100 次 以 后 ,因为 我 们 并 不 知道 第 100 位 以 
后 的 数字 aiolyaiozyalos，… ,可 以 想像 有 人 在 投掷 硬币 (正面 算 1, 友 
面 算 0) 来 决定 CH101 9 102 ,4103，" 等. 因此 壕 代 100 次 以 后 所 有 的 有 效 
数字 全 丧失 尽 , 结 果 只 能 是 随机 的 混沌 ， 

混沌 的 这 种 性 质 叫 敏感 初 条 件 . 但 是 对 如 下 的 线性 系统 : 

Xntl 一 2Xn, (2. 42) 

它 也 敏感 于 初 条 件 ,初始 条 件 有 一 定 的 差别 ,最 终 的 差别 会 在 计算 机 
上 溢出 . 所 以 线性 系统 (2. 42) 式 决 不 会 有 混沌 . 但 是 对 非 线性 系统 而 
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言 , 这 种 敏感 初 条 件 不 会 导致 溢出 ,而 是 导致 不 知道 确切 的 结果 是 什 


信 m 


我 们 还 要 指出 , 非 线 性 逻辑 斯 蒂 映 射 (2. 1) 式 中 参数 py 代表 驱 
动力 和 耗 散 力 的 相对 大 小 .w 小 时 ,驱动 力 相 对 耗 散 力 而 言 较 小 . w 
大 时 (例如 w>3. 57), 驱 动力 相对 耗 散 力 则 可 以 相对 抗 .不管 y 的 大 
小 ,每 次 迭代 都 要 伸 长 .折价 . 为 什么 初始 条 件 的 差别 在 稳定 的 周期 
1 解 ( 不 动 点 ) 和 稳定 的 周期 P 解 中 不 会 放大 ,而 在 混沌 解 中 却 会 放 
大 呢 ? 

我 们 考虑 初 值 有 一 点 差别 gzo, 对 迭代 映射 > 次 迭代 后 的 影响 ， 
显然 

zs 一 | 户 (z iD)|l， Sr 一 | 请 (z | 。，|P(Cz |。Sz 一 和 … 
=|f (zDD))* |f (ze) | oo |f Cx0) | sz， 


所 以 
dr _ br ,bral ,... .3 
Sxo Hx] Srn_2 dzo 
= |f Cx) If Cra) | oe |f' Cxo) | 
一 elE”™”, (2. 43) 
其 中 
n—1 
LE = nf Cz)| (2. 44) 


称 为 Lyapunov 指数 . 显然 , 它 是 次 迭代 误差 变化 的 一 个 平均 值 . 

虽然 对 稳定 的 周期 1( 不 动 点 ) 或 者 其 他 稳定 的 周期 解 , 可 能 在 
少数 几 个 迭代 时 有 |P (zi) | 之 1, 但 平均 讲 ,| 产 Cz) | 过 1 的 迭代 次 数 
较 多 ,因而 平均 起 来 LE<0. 但 是 对 混沌 而 言 ,x 前面 的 所 有 周期 解 
均 不 稳定 , 即 i1 二 0,1,2,…,n 时 | 六 (zi) | 均 大 于 1, 因而 平均 起 来 ,LE 
>>0, 所 以 混沌 敏感 初 条 件 就 是 指 LE 之 0. 也 就 是 说 ,py 小 时 ,驱动 因 
素 相对 于 耗 散 因 素 为 小 , 伸 长 与 折合, 最 终 还 是 折合 占 上 风 , 使 状态 
趋向 周期 1 的 解 和 其 他 周期 解 . 只 有 当 p>3. 57, 驱 动因 素 和 耗 散 因 
素 可 相 比 较 时 ,此 时 多 次 伸 长 与 折 释 的 结果 ,对 初 条 件 敏 感 ,产生 了 
混沌 . 
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$6 多 尺度 和 Feigenbaum 常数 


(2. 1) 中 参数 w>>3. 57 时 出 现 了 混沌 ,此 时 周期 倍 分 岔 所 出 现 . 
的 各 种 周期 均 是 不 稳定 的 . 但 是 它们 在 混沌 轨道 中 还 打上 了 各 种 周 
期 轨道 的 烙印 ,周期 愈 大 ,代表 的 尺度 愈 小 , 即 它 们 将 [0,1j 区 间 分 成 
的 小 段 愈 多 . 或 者 说 ,通过 不 断 的 伸 长 与 折 谷 而 形成 大 大 小 小 不 同 的 
尺度 ,因而 混沌 的 轨道 是 多 尺度 现象 的 反映 . py 过 3. 57 时 不 出 现 混 
沌 .j=3. 57 时 混沌 就 出 现 了 ,这 使 我 们 联想 到 物理 学 上 的 相 变 ,水 
到 100 'C 就 开 了 ,但 小 于 100 C ,水 就 不 开 . 在 临界 点 各 种 尺度 的 涨 
落 都 有 它们 非常 敏感 于 温度 的 小 的 变化 . 但 是 却 存在 和 尺度 无 关 的 
不 变 常数 (如 100 C). 

从 图 2. 1 周期 倍 分 岔 过 程 看 出 , 若 考察 相 邻 两 个 分 岔 点 之 间 的 
参数 距离 + 一 如 ,Feigenbaum 发 现 , 当 ? 很 大 时 ,前 面 两 个 分 岔 点 
参数 之 间 的 距离 是 后 面 两 个 分 岔 点 参数 之 间距 离 的 4. 669 倍 , 即 


lim 各 一 种- 一》 一 4.669…， (2. 45) 
no n+l Hn 


而 且 还 发 现 ,周期 2 状态 两 个 “儿子 ”之 间 的 距离 是 “孙子 ”之 间距 离 
的 2.5 倍 , 即 


lim 和 一 “2.5 (2. 46) 


参数 的 尺度 每 次 以 3 倍 碱 小 ,d 的 尺度 每 次 以 “ 僧 减 小 ,次 之 后 尺 
度 分 别 为 二 和 上 二. 大 小 尺度 差 好 多 个 数量 级 ,当然 是 无 特征 尺度 现象 
在 这 个 多 尺度 系统 中 ,尺度 由 如 一 各 -1 变 成 了 加 一 各 -! 的 计 信 ， 


周期 的 个 数 则 由 1 变 成 了 周期 2.“ 儿 子 ” 尺 度 变 成 了 “孙子 ”尺度 , 函 
数 f(z) 则 变 成 了 产 (z), 见 图 2. 11. 


故 存在 两 个 自 相 似 的 关系 
N[SCp4 一 £1-1)| = SNC 一 /tn-1)， (2.47) 
SECZ) =— ag a 一 三 | ， (2. 48) 


28 条 二 阐 ”确定 的 系统 可 以 有 确定 的 结果 ,也 可 以 有 不 确定 的 结果 


f0) ff (7D) 


2 
图 2.11 (xz) 入 (z) 图 像 


其 中 是 周期 数目 ,g (x) 是 广 的 极限 过 程 . 
因为 (2. 45) 式 显示 为 等 比 级 数 ,所 以 级 数 和 为 


(An 本 Ap 1) 十 (Lan+1 Lr) 十 “O11 二 fm 全 9 
1 一 人 
Can p+ ap pa) 一 全 
ey 
所 以 (2. 47) 式 也 可 以 改写 为 
N[S(Cpo 一 £1)j = BNC 一 An)， (2. 49) 


将 (2.49) 式 中 的 过 写成 5- 形式 ,那么 (2. 49) 式 的 解 为 


N[ (pw 一 j)] = (pw 一 后 ) 一 ， (2. 50) 
其 中 
r 一 2 一 0.45. (2.51) 


将 (2. 50) 式 代入 (2.49) 式 的 左右 两 边 而 成 为 恒等式 ,所 以 对 多 尺度 
混沌 映射 (2.1),r 一 加 是 一 个 不 变量 . 
方程 (2. 48) 比 起 (2. 49) 式 来 求解 就 困难 多 了 ,目前 仍然 无 法 求 


到 精确 解 ,只 能 求 近 似 解 . 设 
g(X) 一 co 一 2 (2. 52) 


将 (2. 52) 式 代入 (2. 48) 式 得 
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] 


2 4 

2 和 z 
Co 2co 十 
a a 


2 x)? 
Co 一 一 一 QIC 一 1C。 一 一 -一 


-oe 2 


= (— Qcw 十 ac ) 一 2c。 二 十 DCz4)， 
比较 上 式 两 边 的 常数 项 和 xz? 项 次 系数 得 


Cw 一 一 a(cw — Cc%), 0°= 2cw. 
因此 求 到 
24—2=0, (2. 53) 
解 得 
a 一 1] 土 M3. (2. 54) 


取 十 号 得 a=1 十 M3 =2.732, 它 和 实际 值 a 二 2. 5 相差 不 大 ,因而 a 
又 是 该 多 尺度 系统 的 另外 一 个 不 变量 . 


$7 概率 密度 的 演化 


混沌 的 结果 是 随机 的 ,但 是 它 的 统计 特征 ,如 概率 密度 ,有 无 规 
律 可 循 呢 ? 
在 逻辑 斯 蒂 映 射 (2. 1) 式 中 , 取 p 一 4, 得 到 
y= Xt = 47(l 一 Ta) = f(x), (2. 55) 
那么 由 初始 值 zo 开始 迭代 得 到 的 混沌 轨道 
Ti 
是 无 规则 的 . 问题 是 当 迭 代 次 数 增加 后 ,由 上 述 混沌 轨道 所 统计 出 
的 概率 密度 o(Cz) 在 区 间 [0,1] 上 是 如 何 演化 的 呢 ? 
对 映射 (2. 55) 式 的 纵 坐 标 上 一 个 点 y, 它 的 逆 映 射 对 应 = 轴 上 
的 两 个 点 zz 和 1 一 zx, 见 图 2. 12(a)， 
因此 
Ay= |f (xz)| Az, Ay= |f 0 — x)| :Ar:, (2.56) 
其 中 Azx; 和 Azx; 分 别 是 点 z 和 1 一 z 的 一 个 小 变化 区 间 . 
因此 落 在 间隔 Ay 上 的 概率 等 于 落 在 Ar: 间隔 上 的 概率 加 上 落 
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1-x 1 
(a) (2.55) 式 的 逆 映射 (b) (2.55) 式 的 不 变 测度 
图 2.12 


在 间隔 Ars 上 的 概率 之 和 , 即 
P(Ay) = P(Az1) 十 P(Ars) 一 CC(z)Azr + pl1 — x)Ax,. 


将 (2.56) 式 代入 上 式 得 到 
_Ay _ .Ay 
p(y)Ay = CCZ) IF (Cz)| 十 P(tl 工 ) LPGL 一 z)|? 
两 边 消去 Ay 得 到 
1 1 
ply) = CCZ) es 十 (1 一 工 ) FT (2. 57) 
由 (2. 55) 式 解 得 


_1 土 1 一 ? > 一 >， IPPCz) 一 4 一 2z| 一 4V1 一 ， 


(2.58) 
所 以 (2. 57) 式 右 端 变 成 
wo- 
(2. 59) 
方程 (2. 59) 称 为 Frobenius-Perron 方程 ,简称 F-P 方程 . y 称 为 
Frobenius-Perron 算 子 . 这 样 , 若 用 初始 密度 po 迭代 , 则 pi 二 Vpo，*…， 
Pit 二 Jpr, 则 概率 密度 就 是 按 p,Yp,Vp，… 演化 , 当 很 大 时 则 趋向 


于 方程 
gp=p (2. 60) 


的 不 动 点 , 它 称 为 不 变 测度 . 
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注意 Frobenius-Perron 方程 (2. 59) 的 解 是 


1 
(XZ) 二 一 一 一 一 一 一 . 
网 六 XMVZX(l CO— 7) 


事实 上 ,将 (2. 61) 式 代入 (2. 57) 式 的 左 端 ,得 


LHS =p(y)=pL4x(1—z7x)]j= 
元 


(2. 61) 


1 
4z(1 一 z)[L1 一 4z(1 一 并 )] 


1 1 
rd4zCIz)(C2z 二 1)5 2xr|2z 一 1|、AzC 二 站” 
将 (2. 61) 式 代入 (2. 57) 式 的 右 端 ,得 


oz) , __P(x) 20(z) 
RHS= p(T t TPT 一 To 


LHS. 


2 
rsv42z 一 1| Md rz) 本 
有 了 不 变 测 度 pC(z) 以 后 ,此 时 时 间 平 均 的 Lyapunov 指数 ((2. 44) 
式 ) 就 可 以 写成 以 p(x) 加 权 的 总 体 平均 : 


1 
LE = | oln|f (zx) 1dz. (2. 62) 
0 
现在 我 们 对 (2. 55) 式 来 计算 LE. 首先 我 们 注意 到 
1 1 
] 
dz 二 | 一 一 一 一 一 一 d 
| ee 一 0oTXKA/Z(C Oo zx) 一 
之 一 sin20 到 d(sin20) 2 2 
[ nsinbcosO | nd = 1, (2.63) 
则 
1 1 
LE= | A 4 一 8z|ldz 
oxMVr(l—z 
1 
'ln2 + lnll ~ 2zx|) 2 ln — 2x) 
一 一 2ln2 十 2 dz 
| xz 一 过) “ " | nVr(l— zx) 
一 2 一 1 


人 | i: 1 一 /一 一 ? 
人 1 一 2r 一 sin0, 且 [sin” 02z 一 7 
则 

2 ln(l 一 2x) 


一 一生 一 4 
oxVzr(l— 7Z) 一 


LE= 2ln2 十 ?| 
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2 0 
= 2in2 十 二 | .InGing)d[ 一 sin 一 2z)] 
2 


= 2ln2 十 2|,lnsing)d(— 0) = 2ln2 十 2| 一 到 ln2| 
= ln2. (2. 64) 
同样 , 若 按 (2. 44) 式 计算 , 令 
z 一 sin| 于 yj ， 0 和 和 1， (2. 65) 
则 有 逻辑 斯 带 映 射 (2. 55) 式 就 化 为 


= sinz| 2| 到 | ] 


sin’| Ty 
2 
即 
】 
2Yyn， 0 yy, 了 3， 


yn 十 1 一 1 (2. 66) 
2(1 一 y)， 2 <» 人 El, 


(2. 65) 式 就 是 帐篷 映射 (2. 29) 式 , 故 由 (2. 44) 式 得 
LE= 二 nl 户 (zD| = SIn2 


一 Tnln2 一 ln2， (2. 67) 


(2. 64) 式 和 (2. 67) 式 相等 , 正 说 明 时 间 平 均 ((2. 67) 式 ) 等 于 总 体 平 
均 ((2. 62) 式 ), 此 时 该 系统 是 各 态 历经 的 . 


习 题 


1. 对 逻辑 斯 蒂 映 射 , 取 y= 二 0.5, 2.0 和 y==3.2, 尝 试用 作 图 法 
求 定常 状 态 和 周期 2 状态 . 

2， 编 程序, 对 逻辑 斯 蒂 映 射 绘制 以 参数 w 为 模 坐 标 、 状 态 为 纵 
坐标 的 分 岔 图 . 

3. 用 几乎 相同 的 初始 条 件 ze 和 zo, 对 系统 mr 一 4z, 和 系统 
zat1 一 4za(1 一 zn) ,绘制 出 近代 结果 xz, 随 n 的 变化 曲线 . 

4. 对 一 维 映射 


习题 33 


37，， 0 委 7 扫 王 ， 
n+l 一 
0-z), Fr el 
求 出 周期 1 和 周期 2 解 , 并 判断 它们 的 稳定 性 . 
5. 对 一 维 映射 
Xntl 二 2 十 Azn， 
讨论 4 在 什么 样 的 <p<Am 范围 内 不 动 点 xz 二 0 是 稳定 的 , 求 出 和 
和 /ja 在 pr 和 和 pes 处 发 生 分 岔 吗 ? 并 说 明 周 期 2 解 满足 什么 方程 . 
6. 求 映 射 rz,+: 一 2z* 一 5 的 周期 1 和 周期 2 解 . 
7. 对 一 维 映 射 zit1 二 pz 一 Zz , 求 出 不 动 点 ,说 明 对 什么 4 值 ， 
这 个 不 动 点 存在 . 并 证 明 周 期 2 的 解 满足 方程 
zr p+ De pp Dent+1)=0. 
8. Fibonaceci 数 满 足下 列 映 射 ， 


Trt2 一 Tatl 十 Zo， 
9 La 1 
Zzo 一 0,zl 一 1. 试 证 明 一声 -满足 方程 nt 二 了 十 上 且 当 noo 时 ， 


ys ~ $=0. 618. 


9. 映射 yh 一 1 一 by 在 作 变 换 zx. 一 [ 各 一 十 ) y,6 一 入 一 如 时 ， 
则 化 为 逻辑 斯 蒂 映 射 zn 二 pzz.(1 一 z), 试 说 明之 . 
10. 找 出 下 列 映射 的 不 动 点 ， 


1 一 2 Xn 
Tatl + pr 


其 中 AD0， 大 一 方 ， 
11. 映射 


Xntl1 一 [| 
有 不 动 点 z=0 和 z= 士 WV Ap, 问 在 何 处 发 生 分 贫 ? 
12. 证 明 上 映射 zc+i 一 pzs(1 一 z) 的 周期 3 解 zc,zz,zs 满足 如 下 
方程 ; 
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px — (3p+ Dr 3pt1) pt Dx 
一 (pe 二 5 二 3p 十 Dyasr 二 2p 二 1) (Getpt+ DD pz? 
一 (Ap 十 1)(2 十 Ap 十 1)pz 十 (十 Ap 十 1) 一 0. 
13. 找 出 Henon 映射 
Tnt1 二 1 十 yr 一 axi, 
Yati= bz —1<b<1, 
的 周期 1 解 和 周期 2 解 . 
(提示 : 周期 2 解 满足 方程 
[az? 十 (1 一 六 zz 一 二][azz2 一 a(1 一 0)z 十 (1 一 02 一 Ca] 一 0. ) 


第 三 章 三维 相 空间 的 轨道 


第 二 章 我 们 已 经 看 到 ,在 离散 的 一 维 映射 中 就 有 混沌 ,这 是 300 
年 以 来 都 认为 不 可 思议 的 . 因为 我 们 过 去 只 知道 迭代 映射 只 收敛 到 
一 个 定常 解 ,根本 不 了 解 还 有 周期 解 和 混沌 解 . 同样 ,对 于 由 牛顿 第 
二 定律 描述 的 连续 动力 系统 ,还 会 不 会 发 生意 想不到 的 混沌 结果 呢 ? 
答案 是 肯定 的 . 我 们 不 能 用 传统 的 定量 求 微分 方程 解 的 方法 ,而 是 采 
用 定性 分 析 方 法 ,分析 系 统 中 驱动 力 和 耗 散 力 的 相互 竞争 . 


$1 相 ( 状 态 ) 空 间 


混 学 是 非 线性 现象 ,用 传统 的 求解 非 线性 微分 方程 的 办 法 来 分 
析 混 沌 几乎 是 不 可 能 的 . 在 空间 中 用 几何 图 像 的 方法 来 分 析 更 有 效 . 
大 家 知道 ,经 典 的 力学 和 物理 学 是 建立 在 牛顿 力学 基础 上 的 . 若 
用 表示 质点 所 在 的 位 置 ,那么 z 对 时 间 : 的 一 阶 微 商 之 一 9z 就 表 
示 质 点 的 速度 . 而 速度 对 时 间 的 一 阶 微 商 ,或 者 位 置 对 时 间 的 二 阶 


微 商 , 关 一 下 | 至 ] =- 9 后 就 表示 质点 的 加 速度 . 那么 单位 质量 的 质 


点 的 牛顿 第 二 定律 即 可 表示 成 
工 一 已 ， (3. 1) 
其 中 下 是 质点 所 受 的 力 . 
因此 ,用 位 置 (和 速度 x (1) 就 完全 描述 了 系统 的 状态 ,那么 
在 平面 (x,y) 上 的 点 就 代表 这 个 状态 . 我 们 就 称 (z,y) 是 状态 的 二 维 
空间 或 者 二 维 相 空间 ,或 者 叫 相 平面 . 
一 般 由 xz 和 y 随时 间 的 变化 就 构成 了 一 阶 微分 方程 组 : 


r= f( 9 )， 
人 (3. 2) 


y= g(x,y). 
此 时 ,z 和 y 有 比较 广 的 意义 .车 x 和 y 分 别 代表 真正 的 xz 坐标 和 y 
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坐标 位 置 ,那么 + 和 y 就 代表 工 方向 速度 和 yy 方向 速度 . 此 时 ， 
(3. 2) 式 就 称 为 二 维 速度 场 . 当然 ,x 和 y 也 可 以 代表 描述 该 系统 状 
态 的 其 他 变量 (如 温度 和 压力 ). 同样 ,三维 速度 场 也 可 以 表示 为 
工 一 f(r,y,z), 
之 一 h(r,y,2). 
由 于 (3. 2) 式 和 (3. 3) 式 的 右 端 并 不 明显 地 出 现时 间 变 量 ,所 以 就 
分 别称 它们 为 二 维和 三 维 自治 动力 系统 . 若 z,y,z 分 别 表示 三 个 方 
向 上 的 位 置 ,那么 (3. 3) 式 代表 的 三 维 速度 场 和 时 间 无 关 , 此 时 称 速 
度 场 是 定常 的 ,也 称 (3. 3) 式 是 自治 动力 系统 ,也 就 是 定常 三 维 速度 
场 . 
对 于 非 自治 动力 系统 ,我 们 总 可 以 化 成 自治 动力 系统 ,例如 
工 十 Z 一 4cos(owt)， (3. 4) 
令 工 二 y,z 二 wt,(3.4) 式 化 为 


X= y， 
本 工 十 Acosz， (3. 5) 
二 mw， 
(3. 5) 式 则 是 一 个 三 维 自治 动力 系统 . 
又 如 
z 一 fl(usv,t), 
| (3. 6) 
v= gusv,t), 
令 w==t, 则 化 为 
& 一 f (u,v,w), 
| gE(Lyoyz)， (3.7) 
(0 1, 


它 就 是 三 维 自治 动力 系统 . 

在 相 空 间 (z,y,z) 的 点 代表 状态 ,而 状态 随时 间 演 化 ,在 相 空 间 
(z,y,z) 中 绘 出 曲线 并 用 箭头 表示 时 间 前 进 方向 ,就 表示 轨迹 , 它 的 
切线 方向 代表 速度 方向 ,系统 状态 是 沿 轨道 变化 的 . 
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由 于 三 维 定常 速度 场 (3. 3) 式 右 端 不 显 含 时 间 1, 因 此 在 相 空间 
(z,y;z) 的 一 个 点 上 只 有 一 个 速度 (4,v,w) 三 (Xx,，y，,z) 通 过 .不 可 
能 同时 有 两 条 轨迹 通过 同一 个 点 . 除了 速度 场 为 零 的 点 ,此 时 该 点 速 
度 向 量 为 零 , 因 而 轨道 在 该 点 终止 ,或 者 从 该 点 出 发 ,但 没有 轨道 通 
过 . 


8 2 保守 系统 、 耗 散 系统 和 吸引 子 


保守 系统 一 般 指 总 能 量 不 随时 间 变 化 的 系统 . 例如 ,无 阻尼 的 单 
摆 方 程 为 
下 十 X= 二 0， 
. ， (3. 8) 
工 十 sinz 一 0， 
其 中 第 一 式 表示 小 振幅 单 摆 , 第 二 式 表示 大 振幅 单 摆 . 将 (3. 8) 第 一 
式 乘 以 二 得 


XX 十 ZX 工 二 0， 


积分 上 式 得 到 
_ 
H(z,y) 二 人 十 人 二 十 光一 常数， (3. 9) 
其 中 z=y. 
(3. 8) 第 一 式 可 以 化 为 二 维 自治 动力 系统 : 
. _ oH(zx,y) 
工 二 》 一 ay 9 
3H( ) (3. 10) 
et 


其 中 五 (zx,y) 称 为 系统 的 Hamilton 量 . 
车 将 和 看 成 是 速度 向 量 v = (u,v,w) 的 二 维 速度 场 的 两 个 
分 量 v = (u,v), 则 速度 散 度 
divw 一 竟 十 锡 + 党 = 方 和 (3. 11) 
表示 流体 流出 去 的 体积 量 减 去 流 进来 的 体积 量 . 若 divo 一 0, 表 示 流 


出 去 的 等 于 流 进来 的 , 则 表示 保守 系统 ;车 divo <0, 表 示 流 出 去 的 
比 流 进来 的 少 ,因此 是 耗 散 系统 . 例如 ,对 无 阻尼 的 单 摆 , 其 方程 为 
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(3. 8) 第 一 式 或 者 第 二 式 , 有 


ww EL 
divww 一 Ox 十 Oy ar ay 
aH oH | 
OzrOy OrOy 一 0， 。 (3. 12) 


所 以 它 是 一 个 保守 系统 , 即 表 示 相 空间 体积 V 在 运动 过 程 中 是 不 变 
的 . 
但 是 若是 有 阻尼 的 单 摆 , 其 方程 为 


工 十 a 工 十 工 一 0， (3. 13) 
其 中 az 表 示 阻 力 . (3. 13) 式 也 可 以 化 为 二 维 自治 动力 系统 
半路 直 (3. 14) 


此 时 速度 散 度 
divo 一 保 十 借 - 一 a<0， 
因此 (3. 13) 式 是 耗 散 系统 . 
对 耗 散 系 统 , 在 经 过 很 长 时 间 以 后 ,状态 的 归宿 称 为 耗 散 系 统 的 
吸引 子 , 该 吸引 子 在 相 空间 中 是 点 或 曲线 ,也 就 是 说 , 耗 散 系统 集中 
研究 系统 长 时 间 的 行为 . 


§ 3 定常 状态 (平衡 态 ) 
对 一 个 非 线性 动力 系统 而 言 ,要求 其 解 是 非常 困难 的 ,我们 只 讨 


论 定常 状态 , 它 是 非常 简单 的 . 所 谓 定常 状态 ,就 是 此 状态 不 随时 间 
变化 ,对 (3. 3) 式 而 言 ,就 是 令 右 端 为 零 : 


zyz) 一 0， 
[ec 一 0， (3. 15) 
hl(zr,y,z) = 0. 
因此 , 求 定 常 状态 只 需 解 一 个 非 线性 代数 方程 组 . 定常 状态 也 称 为 平 


衡 态 . 
首先 ,以 一 维 动力 系统 


z= f(x) = pz(l ~ 7) (3. 16) 
为 例 . 令 (3. 16) 式 右 端 为 零 , 导 得 两 个 定常 状态 
x" 二 0 和 xz 一 1 (3.17) 


车 (3.16) 式 右 端 只 有 线性 项 yx, 则 只 有 一 个 定常 状态 z= 二 0, 这 再 一 
次 说 明 , 非 线性 动力 系统 的 形态 是 多 样 的 . (3. 16) 式 是 一 个 耗 散 系 
统 , 其 右 端 第 一 项 代表 驱动 力 , 第 二 项 一 wzz 代表 耗 散 力 . 为 了 判断 
两 个 力 的 大 小 ,和 讨论 离散 系统 的 (2. 14) 式 相 类 似 , 我 们 给 定常 状态 
以 小 扰动 量 Szo, 看 这 个 扰动 随时 间 的 变化 5+ 是 离开 定常 状态 (此 
时 表示 驱动 力 大 ) 还 是 趋向 于 定常 状态 (此 时 表示 耗 散 力 大 ). 由 
(3. 16) 式 得 到 扰动 量 3z 所 满足 的 微分 方程 是 


3 一 基 | 6z， (3. 18) 
(3. 18) 式 是 一 个 线性 常 微 分 方程 , 它 有 如 下 形式 的 解 : 
3Sz = dxoe’’, (3. 19) 


其 中 和 = 站 | .是 (3.16) 式 右 端 的 雅 可 比 算 阵 在 定常 解 < 一 x" 处 
的 特征 值 ,因此 
Re 4 > 0， 驱动 力 大 于 耗 散 力 , 3z 随时 间 : 增 加; 
Re 4 一 0， 驱动 力 小 于 耗 散 力 , 3z 随时 间 : 减 小 . 
当 Re X>0 时 ,驱动 力 使 得 8z。 随时 间 增加 , 即 离开 定常 状态 x 一 z" ， 
此 时 称 定常 状态 z" 是 不 稳定 的 ;而 当 ReX<0 时 , 耗 散 力 使 得 az 随 
时 间 减 小 , 即 趋向 定常 状态 ,此 时 称 定常 状态 = "是 稳定 的 
对 定常 状态 zx 一 0， 


i i 
因此 ,由 (3. 20) 式 , 当 jy<0 时 (驱动 力 小 于 耗 散 力 ) ,定常 状态 z=0 
是 稳定 的 (也 称 吸引 子 );p>>0 时 (驱动 力 大 于 耗 散 力 ), 定 常 状 态 
z 一 0 是 不 稳定 的 (也 称 排斥 子 ). 


对 于 定常 状态 = 一 1， 
4= a7 2 i 


因此 ,从 (3. 20) 式 看 出 , 当 pw<0 时 ,定常 状态 x 二 1 是 不 稳定 的 (也 


(3. 20) 
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称 排 斥 子 );p>0 时 ,定常 状态 zx 一 0 是 稳定 的 (也 称 吸 引子 ). 图 3. 1 
是 定常 状态 附近 的 轨迹 . 


u<0 


x=0 x=1 


Hu>0 


x=0 x=] 


图 3.1 一 维 动力 系统 的 定常 状态 及 其 轨迹 


所 以 说 ,控制 参数 py 由 w<0 到 wp>0, 定 常 状态 zx 一 0 由 吸引 子 
变 成 排斥 子 ,而 状态 x 二 1 则 由 排斥 子 变 成 了 吸引 子 . 因此 ,在 控制 
参数 y= 二 0 处 ,系统 的 状态 发 生 了 分 岔 ， 

现在 讨论 二 维 自治 动力 系统 


z= f(r,y) = az+t by, 
. (3. 21) 
y= g(xz,y) 一 cz 十 Gy. 


令 (3. 21) 式 右 端 为 零 ,就 得 到 系统 的 定常 状态 (0,0). 因为 该 系统 是 
线性 系统 ,所 以 只 有 一 个 定常 状态 . 
将 (3. 21) 第 一 式 对 时 间 微 商 一 次 ,并 用 第 二 式 代入 得 到 
二 az 十 6y== aZz 十 blcz 十 dy) 
一 QZ 十 bez 十 d(x ax) 
= (a + dri be — ad)z, 
这 相当 于 一 个 二 阶 常 微分 方程 
元 一 (a 十 ad)z— (pc — ad)z = 0, (3. 22) 
或 简化 为 
这 十 pZ 十 gx 一 0， (3. 23) 
其 中 
p=— (ai+d), g=— (bc — ad). 
从 物理 学 上 讲 , (3. 23) 式 中 宇 代 表 加 速度 , p 之 代表 阻力 ,qz 代表 
恢复 力 . 显然 它 是 一 个 耗 散 系统 ,因为 此 时 的 速度 散 度 为 


divw 二 半 二 伯 = +d)=-p<0， (3.24) 
7 Oy 


和 一 维系 统 类 似 ,测定 驱动 力 和 耗 散 力 的 大 小 由 (3. 21) 或 (3. 23) 式 
的 特征 值 决定 ，(3. 23) 式 所 示 系 统 的 特征 方程 为 
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六 十 pA 十 g 二 0， (3. 25) 
即 (3. 21) 式 右 端 在 定常 状态 (0,0) 处 的 雅 可 比 和 矩阵 为 


其 特征 方程 为 
一 0， (3. 26) 


由 (3. 25) 式 解 得 
一 十 VP 
"= 二 fe 一 4g (3. 27) 


因此 定常 状态 (0,0) 是 否 稳定 ,就 要 看 (3. 27) 式 的 特征 值 的 实 部 Re 4 
是 否 小 于 零 . 在 参数 平面 (p,g) 上 ,根据 的 性 质 不 同 ,定常 状态 
(0,0) 附 近 的 轨道 也 不 同 ,图 3. 2 是 参数 平面 (p,qg) 上 定常 状态 附近 
的 轨道 及 其 相应 的 特征 值 . 


负 恢 复 力 
图 3. 2 参数 平面 (p,q) 上 不 辣 区 域内 (0,0) 附 近 的 轨道 


首先 看 参数 平面 (,g) 上 的 第 一 象限 (如 >>0,g>0), 由 (3, 23) 式 
看 出 ,该 区 域 代表 正 阻 尼 和 正 恢复 力 . 区 域 中 曲线 如 一 49 将 区 域 分 
成 两 部 分 .阻尼 系数 p 较 小 时 ,由 (3. 27) 式 看 出 人 是 共 斩 复 根 , 实 部 
为 负 . 按 (3.19) 式 有 
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a 4 十 ilm 
8z 一 8zoe 一 roe ®t mY 


= dro * eV[cos (Im A)t + isin (Im 4)4], (3. 28) 

因为 Re 4<0, 所 以 定常 状态 (0,0) 是 稳定 的 吸引 子 , (0,0) 附 近 的 轨 
道 螺 旋 振荡 趋向 于 定常 状态 (0,0) ,该 点 称 为 稳定 的 焦点 (focus). 阻 
尼 系 数 p 较 大 的 区 域 (p?>>4q), 由 (3. 27) 式 看 出 4 是 两 个 负 实 根 
(41,: 达 0) ,因此 ,定常 状态 (0,0) 是 稳定 的 吸引 子 ,其 邻近 的 轨道 从 两 
个 方向 趋向 于 (0,0) ,此 时 该 点 称 为 稳定 的 结 点 (node). 最 形象 的 物 
理学 个 例 是 阻尼 单 摆 ,见方 程 (3. 13). 下方 的 小 球 , 当 小 球 离开 时 , 若 
在 水 中 (阻尼 较 大 ) ,小 球 很 快 以 结 点 的 方式 在 原点 (0,0) 处 停 下 来 ; 
车 在 空气 中 (阻尼 较 小 ) ,小 球 离开 原点 后 以 衰减 振荡 的 方式 慢 慢 地 
回 到 原点 停 下 . | 

在 参数 平面 (p,g) 上 的 第 二 象限 (p 二 0,g 之 0), 它 代表 该 区 域 为 
负 阻 尼 和 正 恢复 力 . 曲线 p?=49 将 区 域 分 成 两 部 分 : 特征 值 为 共 斩 
复 根 且 实 部 为 正 (ip| 较 小 ) ;特征 值 为 两 个 正 实数 (1p| 较 大 ). 此 时 ， 
定常 状态 (0,0) 都 是 不 稳定 的 排斥 子 , 分 别称 为 不 稳定 的 焦点 和 不 稳 
定 的 结 点 ,邻近 的 轨道 分 别 是 螺旋 向 外 和 两 个 方向 向 外 . 应 该 指出 ， 
质点 动力 学 中 并 不 讨论 负 阻 尼 , 但 是 实际 的 流 场 中 是 存在 负 阻 尼 的 . 

在 参数 平面 (p,g) 上 的 第 三 .四 象限 (9<0) , 它 代表 负 恢 复 力 情 
况 . 此 时 (3. 27) 式 的 两 个 特征 值 4 为 实数 ,一 正 一 负 . 定常 状态 (0,0) 
附近 的 轨道 是 一 个 向 外 ,一 个 向 内 . 由 于 有 正 实 根 ,使 得 定常 状态 (0， 
0) 附 近 的 扰动 总 会 偏离 (0,0) ,所 以 定常 状态 (0,0) 仍 然 是 不 稳定 的 ， 
该 点 (0,0) 称 为 鞍点 (saddle)， 

对 单 摆 方 程 (3. 8) 第 二 式 , 若 用 于 单 摆 上 方 (x= 土 ) 的 点 , 则 
sinz 在 zx 一 士 r 处 展开 ， 


sinx = sinzx 十 (sinx)’ *。 工 一 一 工 
= 土 I 二 土 * 


所 以 此 处 的 单 摆 方程 为 2 一 z 一 0, 它 就 代表 负 恢 复 力 的 情况 , 因此 不 
管 阻力 是 正 是 负 , 负 恢复 力 情况 下 总 是 不 稳定 的 鞍点 . 在 质点 动力 学 
中 也 不 谈 负 恢复 力 . 实际 上 阿 基 米 德 浮力 就 是 一 种 负 恢复 力 . 

特别 要 提 一 下 第 一 、 二 象限 交界 处 p= 二 0, 在 该 线 上 无 阻尼 ,此 时 
,为 纯 虚 根 , (0,0) 点 附近 的 轨 线 是 闭合 的 ,不 会 趋向 原点 . 此 时 


83 定常 状态 (平衡 态 ) 43 


《0,0) 称 为 中 心 点 .我 们 归纳 如 图 3. 3 与 图 3. 4. 
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对 (3. 3) 式 所 示 的 三 维 自治 动力 系统 , 它 的 平衡 态 的 雅 可 比 矩 阵 
特征 值 满足 三 次 方程 
书 十 a 十 BPA 十 c= 二 0. (3. 29) 
车 A= 一 a26? 十 45; 十 4aic 一 18abc 十 27c? 过 0, 则 三 根 为 实 根 , 其 平衡 态 
状况 如 图 3. 5; 若 A= 一 z282 十 488 十 4atc 一 18epce 十 27c2 全 0, 则 4 为 一 
实 根 .两 共 恩 复 根 , 其 平衡 态 状 况 如 图 3. 6. 
与 (3. 3) 式 ,(3. 29) 式 所 对 应 的 微分 方程 为 
六 十 az 二 pz 十 cz 一 0， (3. 30) 


三 维 相 空间 的 轨道 


ImA 
ab-c<0 Reh 
(c<0,b>0) 

ImA 
ab-c>0 Re 
(c>0,b>0) 

ImA 
ab~c<0 
[天 > RE4 
或 c>0. 委 

ImA 
ab-c>0 ReA 
c<0.5>0 ) 
伍 2<o2<o 

图 3.5 
ImA 
$ 

ab~-c<0 Re 
(c<0,b>0) . 

ImA 
ab-c>0 “ Re 
(c>0,b>0) 

者 

Im4 
ab-c<0 . ReA 
人 203< ) 
或 c>0,b 所 0 . 

ImA 
ab—-c>0 9 ReA 
c<0,b>0 
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不 稳定 结 点 


稳定 结 点 


鞍点 


鞍点 


不 稳定 焦点 


稳定 焦点 
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X= y， 
y= 2， (3. 31) 


Z=—=— az— by— cz. 


或 者 


它 的 速度 散 度 为 
divv 一 一 4 一 个 十 必 十 加 
因此 a>0 代 表 耗 散 系 统 ,而 a=0 代表 保守 系统 . 


车 a==0, 则 图 3.6 中 ， 
A = 4 + 27c? > 0, (3. 32) 
因此 ,出 现 蒂 一 焦点 要 求 一 c<<0 或 一 c 盖 0, 所 以 保守 系统 也 可 以 出 
现 鞍 一 焦点 . 


鞍点 无 论 是 保守 系统 还 是 耗 散 系统 都 可 以 有 . 
84 同 ( 异 ) 宿 轨道 


前 面 两 节 我 们 只 是 分 析 了 保守 系统 和 耗 散 系统 中 平衡 态 的 类 型 
及 相应 的 轨迹 . 实际 的 非 线 性 动力 系统 一 定 有 多 种 不 同 的 平衡 态 , 还 
有 周期 态 ( 一 般 称 为 极限 环 , 它 的 轨迹 是 一 闭合 曲线 , 它 不 是 保守 系 
统 中 心 点 附近 的 轨迹 ). 从 几何 上 讲 ,平衡 态 是 空间 中 的 点 ,周期 态 是 
空间 中 的 闭合 曲线 . 这 些 状态 之 间 相 互 连 接 就 构成 了 整个 流 场 的 各 
种 斑 图 (pattern). 参数 变化 后 ,这 些 平 衡 态 和 周期 态 也 会 变化 , 斑 图 
也 会 变化 . 这 里 平衡 态 附近 的 轨迹 都 是 局 部 形态 . 

现在 我 们 介绍 平衡 态 之 间 的 大 范围 的 轨 线 . 同 宿 轨 道 
(homoclinic orbit) 是 动力 系统 中 当 t-> 土 ww 时 趋向 同一 状态 的 一 种 
轨道 . 一 般 :一 一 co 和 > 十 co 时 的 极限 状态 分 别称 为 该 轨道 的 极 
限 集 和 w 极 限 集 . 而 把 :> 十 2 和 zt-> 一 oo 分 别 趋 向 各 自 不 同 状 态 的 
轨道 称 为 异 宿 轨道 (heteroclinic), 

图 3. 7 是 几 种 常见 的 同 ( 异 ) 宿 轨道 .图 3. 7(a) 有 一 个 平衡 态 
4 一 一 鞍点 .由 它 的 不 稳定 流 形 W 出 发 又 回 到 了 4 点 的 稳定 流 形 
Ws 的 轨道 是 同 宿 轨道 . 同 宿 轨道 所 反映 的 状态 随时 间 的 变化 是 孤 
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立波 ,因为 当 :一 土 ce 趋 向 于 同一 状态 , 且 周 期 为 无 穷 大 .图 3. 7(b) 
有 两 个 平衡 态 ,一 个 是 鞍点 4, 另 一 个 是 焦点 B. 这 是 由 B 点 的 不 稳 
定 流 形 Ws 出 发 到 4 点 的 稳定 流 形 Wi 而 形成 的 轨道 , 它 反映 的 状 
态 随时 间 变 化 是 冲击 波 .图 3. 7(c) 是 鞍 一 结 异 宿 轨 道 ,一 个 平衡 态 
4 是 鞍点 , 另 一 个 平衡 态 B 是 结 点 , 它 对 应 于 冲击 波 . 


第 iT 
AAA 4 
AN AN 
状态 
t py) 1 
(a) 鞍点 同 宿 轨道 及 了) 鞍 一 焦 异 宿 轨道 及 (c) 鞍 一 结 异 宿 轨 道 及 
对 应 的 孤立 波 对 应 的 冲击 波 对 应 的 振荡 冲击 波 


图 3.7 同 ( 异 ) 宿 轨道 


在 三 维 相 空间 中 也 可 以 形成 同 ( 蜡 ) 宿 轨道 . 图 3. 8 就 是 分 别 由 
图 3. 5 第 四 种 的 鞍点 和 由 图 3. 6 第 三 种 鞍 一 焦点 所 形成 的 同 宿 轨 
道 .图 3. 8(b) 称 为 Silnikov 同 宿 轨 道 . 


2 


(a) 鞍点 同 宿 轨道 了 b) 鞍 一 焦 同 宿 轨 道 
图 3.8 三 维 同 宿 轨道 


这 里 应 该 指出 ,既然 谈 波动 , 它 是 无 穷 维 动力 系统 一 一 偏 微分 方 


程 中 的 现象 , 求 它们 的 行 波 解 即 化 为 变量 $==x 一 ct 的 常 微分 方程 ， 
即 以 & 代 赫 t 来 分 析 辣 ( 蜡 ) 宿 轨道 . 同 ( 异 ) 宿 轨道 不 仅 保守 系统 有 ， 
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而 且 耗 散 系统 也 有 ,因而 ,孤立 波 和 溃 击 波 在 保守 系统 和 耗 散 系 统 中 
都 可 能 有 . 
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从 前 面 我 们 认识 到 一 维和 二 维 自治 动力 系统 要 形成 混沌 轨道 是 
不 可 能 的 ， 因为 要 是 匀 省 相交 这 就 违背 了 定常 速度 场 相 空 间 中 的 一 
点 只 能 有 一 个 速度 场 的 假设 . 对 一 维 自治 动力 系统 , 它 最 复杂 的 状态 
就 是 平衡 态 . 而 二 维 自治 动力 系统 中 ,最 复杂 的 形态 就 是 周期 轨道 或 
称 为 极限 环 . 但 是 对 三 维 或 三 维 以 上 的 自治 动力 系统 ,出 现 混沌 轨道 
却 是 有 可 能 的 . 

做 一 个 形象 的 比喻 ,在 一 个 房间 的 任意 三 个 位 置 4,B,C 点 上 ， 
分 别 放 一 个 糖 盘子 (或 者 猪肉 .牛肉 盘子 ) ,一 只 苍蝇 在 房间 飞行 . 若 
苍蝇 停 在 A 点 (或 B,C 点 ) 上 吃 , 这 个 状态 就 是 定常 状态 ; 若 4,B,C 
处 都 有 人 在 , 巷 蝇 不 敢 停 下 来 ,只 好 在 靠近 A,B,C 三 盘子 的 附近 来 
回 打 转 , 疗 闻 糖 或 肉 的 味道 ,这 就 形成 了 周期 轨道 ;车 房间 内 的 人 多 ， 
到 处 都 想 打 苍 蝇 ,苍蝇 只 好 在 屋内 乱 窜 , 它 的 轨道 只 要 不 违背 一 个 点 
上 只 有 一 个 飞行 方向 就 可 以 ,那么 这 就 形成 了 混沌 轨道 , 它 是 一 个 有 
界 轨道 , 且 由 于 伸 长 和 折 释 , 相 邻 轨道 的 指数 分 离 . 

下 面 我 们 来 分 析 著 名 的 洛 伦 茨 方程 

dz 


dz 一 一 Prz + Pry,， 

dy R 

ar—y— zz, (3. 33) 
dz 

dz 一 一 pz 十 并 y， 


其 中 Pr,Ra 和 2 分别 是 控制 参数 Prantdl 数 .Rayleigh 数 、 正 常数 . 
(3. 33) 式 中 的 (z,y*z) 代 表 三 维 相 空间 ， 

该 方程 从 物理 学 上 描述 了 由 于 浮力 (反映 在 Ra 数 上 7 引起 对 流 
到 淇 流 的 转换 , 对 (3. 33) 式 的 速度 散 度 : 


divw = 将 闫 + 名 一 全 + 人 Pr 1 6 0. (3.34) 
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所 以 方程 (3. 33) 中 的 一 Prz, 一 y 和 一 6z 项 都 是 耗 散 力 的 反映 ， 
将 (3. 33) 式 中 的 第 一 个 方程 对 上 微 商 ,并 仅仅 用 第 二 个 方程 右 
端的 第 一 项 代入 得 到 
区 二 一 oz 十 oy 一 一 Prz 十 PrRazx 
或 者 
Zz 十 Prz— PrRazx = 0. (3. 35) 
从 方程 (3. 35) 看 出 ,(3. 33) 式 中 的 Raz 项 在 (3. 35) 式 中 表现 为 负 恢 
复 力 , 因 而 它 是 (3. 33) 式 中 驱动 力 的 反映 . 

(3. 33) 式 中 的 zy 和 zz 两 项 是 非 线性 项 ,因此 洛 伦 蒋 方程 含有 
驱动 力 、 耗 散 力 和 非 线 性 因素 . 随 着 Ra 的 增加 ,表示 驱动 力 在 逐渐 
增 大 ,就 会 出 现形 态 的 不 断 分 岔 . 

首先 令 (3. 33) 式 右 端 为 零 ,就 导 得 三 个 定常 状态 : 

O: (zx,y,2) = (0,0,0), 

Ciz: (Ts yz2) = ( 士 VCRae 一 1), 土 VCRa 一 1),Ra 一 1)， 
分 析 表 明 , 取 4= 3 ,Pr 一 10, 当 参数 处 在 0<Ra<1 时 ,平衡 态 O 是 
稳定 的 结 点 ,而 定常 状态 Ci,* 在 实数 空间 并 不 存在 . 见 图 3. 9. 


ImA 
Re 


l<Ra<! 


图 3.9 


这 属于 图 3. 5 的 第 二 种 情况 . 

此 时 状态 (0,0,0) 相 当 于 静止 状态 ,空气 一 旦 扰动 流动 起 来 还 是 
被 耗 散 力 拉 回来 了 . 

大 概 在 1<Ra<1.346 时 ,O 点 失 稳 变 成 图 3. 5 中 第 四 种 的 鞍 
点 ,而 Cis 两 点 新 生出 来 成 为 稳定 结 点 . 见 图 3. 10. 此 时 O 和 Ci 之 间 
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以 及 O 〇 和 Cs 之 间 形 成 两 条 鞍 一 结 蜡 宿 轨 道 ,但 仍然 无 折合 , 仅 有 0O 
点 的 伸 长 , 仍 不 能 形成 混沌 轨道 . 


- - , - 
SN a 
a/ ~、 用 了 Na 


图 3.10 


当 Ra 进一步 增加 ,达到 1. 346<Ra<13.926 时 ,Cl 和 C; 两 点 
变 成 图 3. 6 第 二 种 的 稳定 焦点 ,O 点 和 Ci 之 间 、O 和 C; 之 间 形 成 两 
条 贰 一 焦 异 宿 轨道 ,此 时 Ci 和 C: 代表 对 流 状态 ,但 对 流 还 没有 回 
来 . 见 图 3. 11. 


当 13.926<<Ra< 24.74 时 ,Ci 和 Cs 点 又 形成 不 稳定 的 极限 环 ， 
而 O 点 和 C: 之 间 .O 和 Ci 之 间 形 成 两 条 异 宿 轨道 ,这 些 形 成 对 流 状 
态 . 见 图 3. 12. 

最 后 到 Ra>24.74 时 ,Ci 和 Cs 两 点 变 成 图 3. 6 中 第 三 种 的 鞍 
一 焦点 ,O 点 和 Ci 之 间 及 O 和 C: 之 间 形 成 同 宿 轨 道 , 这 样 伸 长 和 折 
到 的 条 件 具 备 了 ,就 形成 了 著名 的 洛 伦 欧 轨道 ,如 图 3. 13. 

所 以 从 洛 伦 欧 方 程 混沌 轨道 的 形成 过 程 看 出 ,在 Re 之 24.74 时 ， 
所 有 定常 状态 都 不 稳定 ,驱动 力 和 耗 散 力 相 竞争 的 结果 就 只 能 是 复 


图 3.13 洛 伦 茨 吸 引子 (三 维 轨道 在 平面 上 的 投影 ) 


杂 的 形态 一 一 混沌 .这 和 人 逻辑 斯 蒂 映射 (2.1) 进 入 混沌 时 (py 二 3. 57) 
所 有 周期 轨道 都 变 成 不 稳定 一 样 .同时 , 同 ( 异 ) 宿 轨道 是 形成 混沌 的 
关键 . 

这 种 耗 散 系统 中 的 混沌 也 称 为 “奇怪 吸引 子 ”.“ 奇 怪 ” 二 字 就 反 
映 伸 长 的 一 面 , “吸引” 反映 折 秋 耗 散 的 一 面 . 在 三 维 空间 中 一 条 闭合 
的 周期 轨道 的 扭转 就 形成 拓扑 上 的 扭 结 (knot) ,而 有 限 的 周期 轨道 
的 集合 就 形成 一 个 环绕 (link). 它们 将 在 第 七 章 中 讨论 . 


3 6 耗 散 系统 中 的 四 种 吸引 子 


前 面 我 们 已 经 介绍 了 保守 系统 和 耗 散 系统 ,虽然 这 两 种 系统 都 
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可 以 有 混沌 ,但 只 有 耗 散 系统 才 有 吸引 子 , 且 此 时 的 混沌 可 以 称 为 奇 
怪 吸 引子 . 

还 是 以 (3. 3) 式 所 示 的 三 维 自 治 动力 系统 为 例 . 它 的 定常 状态 有 
多 种 形态 .除了 定常 状态 外 ,还 可 以 有 周期 状态 (一 般 称 极限 环 )、 拟 
周期 状态 和 混沌 状态 . 这 些 状 态 怎么 才 叫 吸引 子 呢 ? 一 般 说 ,我 们 把 
有 时间: 一 oo 时 状态 的 归宿 才 叫 吸引 子 . 因此 在 三 维 自治 动力 系统 中 一 
般 有 四 种 吸引 子 : 定常 吸引 子 、 周 期 吸引 子 、 拟 周期 吸引 子 和 混沌 吸 
引子 . 这些 吸 引子 之 间 如 何 区 别 呢 ? 

前 面 章 节 中 我 们 已 经 知道 ,混沌 的 伸 长 和 折合 用 正 的 Lyapunov 
指数 来 测量 . 对 (3. 3) 式 ,我 们 设 定 初始 条 件 的 差别 在 三 个 方向 上 分 
别 是 587(0),5y(0) ,5z(0) ,那么 1 时刻 以 后 就 变 成 

X(t) = 6x7(0) + el, 

dy(t) = Hy(0) + ee, (3. 36) 

Bz(1) = Sz(0) » et” 
其 中 LE,,LE, 和 LE 分 别 是 三 个 方向 的 Lyapunov 特征 指数 . 将 
(3. 36) 式 中 的 三 式 相 乘 得 

3o(t) = 3o(0) se tate, (3. 37) 
其 中 5v(2) 代 表 相 空 间 体 积 的 变化 率 . 
将 (3. 37) 式 两 边 取 对 数 得 


LE, 十 LE, 十 LE, = 工 In Do 人) 


8(0) 
根据 耗 散 系统 的 定义 ,表示 相 空 间 体积 要 缩小 . 不 过 (3. 11) 式 是 局 部 
性 质 ,而 (3. 38) 式 是 整体 平均 性 质 . 

由 (3. 11) 式 ,divo 代表 体积 的 变化 率 , 即 


(3. 38) 


YT = divw, (3. 39) 

将 (3. 39) 式 积分 ， 
? .40 
nV 一 | dived (3. 40) 


由 (3. 38) 和 (3. 40) 式 比较 得 . 
LE 十 LE;, 十 LE; > 一 divm . (3, 41) 
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对 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 hy, 应 有 
刀 十 十 == divv， (3. 42) 

这 里 应 该 区 分 特征 值 * 和 Lyapunov 特征 指数 . 对 耗 散 系统 而 言 , 特 
征 值 是 反映 平衡 点 附近 ( 即 局 部 ) 轨 道 性 质 ,虽然 要 求 divv <0, 但 该 
平衡 点 不 稳定 时 ,三 个 4 中 ,有 的 可 以 变 为 实 部 为 正 ,这 就 是 所 谓 局 
部 不 稳定 的 “ 伸 长 ”而 整体 上 讲 , 耗 散 就 使 轨道 收缩 到 有 限 范围 内 的 
吸引 子 上 去 . Lyapunov 特征 指数 是 长 时 间 上 内 的 平均 结果 , 它 已 计 
入 ) 轨 道上 所 有 各 点 的 局 部 影响 ,因而 是 耗 获 系 统 整体 上 的 “ 折 释 ” 
性 质 ,4 可 以 是 复数 ,但 LE 是 实数 . 

在 三 维 耗 散 系统 中 ,对 平衡 态 吸引 子 而 言 , 它 在 三 个 方向 均 要 收 
缩 , 因 而 满足 LE,<0, LE:<0, LE 过 0. 使 LE 按 大 小 顺序 排列 ， 
LE 之 LE: 之 LE;s ,表示 为 (一 ,一 ,一 ), 见 图 3. 14(a). 


图 3.14 四 种 吸引 子 的 Lyapunov 特征 指数 


周期 吸引 子 (或 称 极限 环 ) ,在 环 所 在 平面 方向 以 及 垂直 该 平面 
方向 上 都 要 收缩 , 故 LE:<0,LE:<0. 而 在 极限 环 切线 方向 , 它 既 不 
增 大 也 不 收缩 , 故 LE 二 0, 表 示 为 (0, 一 ,一 ), 见 图 3. 14(b). 

同样 对 于 二 维 环 面 上 的 拟 周 期 吸引 子 , 在 环 面 上 两 个 方向 (一 个 
方向 相当 于 自转 , 另 一 个 方向 相当 于 公转 ) 上 不 增 大 .不 收缩 ,因此 
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LE 一 0,LE; 一 0, 只 有 在 环 面 外 ,所 有 轨道 都 要 向 环 面 收缩 , 即 
LE:<0, 表 示 为 (0,0, 一 ), 见 图 3. 14(c). 

只 有 混沌 吸引 子 , 沿 轨道 方向 LE 二 0, 伸 长 方 同 LE:>>0, 收 缩 
方向 LE:;<0, 并 且 LE 十 LE: 十 LE:<0, 表 示 为 (十 ,0, 一 ), 见 图 
3. 14(d). 

从 上 面 讨 论 看 出 ,这 四 种 吸引 子 中 只 有 混沌 吸引 子 有 正 的 
Lyapunov 特征 指数 ,这 是 和 其 他 三 种 吸引 子 相 区 别 的 惟一 标志 ， 

同时 也 要 看 到 , 耗 散 系统 中 若 有 源 项 造成 平衡 点 不 稳定 ,如 不 稳 
定 的 结 点 和 不 稳定 的 焦点 ,此 时 三 个 Lyapunov 指数 均 为 正 , 它 也 没 
有 折 双 回来 的 可 能 性 ,这 也 和 混沌 吸引 子 相 区 别 . 
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1. 将 方程 六 十 x 十 zx? 二 0 化 成 一 阶 方程 组 ,判断 系统 是 保守 系统 
还 是 耗 散 系统 ,并 找 出 定常 解 . 系统 存在 同 宿 轨道 吗 ? 


2. 将 方程 
( 4 一 3y， 
y 一 2z 十 3y 
化 成 二 阶 方程 .说 明 系 统 是 保守 还 是 耗 散 的 ,定常 解 在 相 平面 (z,y) 
上 属于 什么 点 ? 
3. 方程 
全 3 工 十 »》, 
y= 3y 


的 定常 解 在 相 平面 (z,y) 上 属于 什么 点 ? 为 什么 ? 
4. 方程 
| y， 
5=—z 


的 定常 解 在 相 平 面 (x,y) 上 属于 什么 点 ? 为 什么 ? 
5. 方程 
人 工 一 10y， 


3 一 10z 一 y 
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的 定常 解 在 相 平面 (zc,y) 上 属于 什么 点 ? 为 什么 ? 
6. 方程 
Z 一 5 十 yy 十 z， 
y=— 27 一 3z， 
zz 一 3y 一 2x 
的 定常 解 在 相 空 间 (z,y*z) 上 属于 什么 类 型 ? 为 什么 ? 
7. 系统 
2Z 一 5z 十 > 十 z， 


y=— 2y 一 3z， 


z 一 3y 一 2z 
的 定常 解 是 什么 类 型 ? 
8. 系统 
人 y— Zz, 
y 一 一 工 
的 定常 解 是 什么 类 型 ? 
9. 将 系统 


2 

y= sinz—y 

化 为 二 阶 方程 ,说 明 每 一 项 的 意义 ,并 求 出 定常 解 . 
10. 系统 


z= x yy, 


3 一 Zy 一 4 
的 定常 解 是 什么 类 型 ? 
11. 找 出 系统 
| 2z 一 y， 
y= 二 十 4y 
的 定常 解 , 并 判断 它们 的 类 型 . 
12. 找 出 系统 开 十 十 zx 十 x 二 0 的 定常 解 ,并 判断 其 类 型 ， 
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13. 找 出 系统 二 x 一 ux’ 的 定常 解 . 
14. 分 析 方 程 
ZX 二 一 y 一 之 ， 
y 一 十 0.1y， 
z 一 0.1 十 (z 一 14)z 
中 每 一 项 的 意义 ,判断 是 否 有 混沌 . 
15. 将 方程 == 一 zx 十 Acosz 化 为 自治 动力 系统 . 
16. 将 方程 区 十 V' (x)= 二 0 化 成 一 阶 方程 组 , 且 H(z = 


十 V(rx). 
17. 将 方程 区 十 (a 一 2bcosz)z= 二 0 化 成 一 阶 方程 组 , 且 


H(z,y) = 六 (az 十 内) 一 zzcos2t. 


18. 找 出 方程 
[一 六 一 和， 
3 一 一 》 
的 定常 解 ,并 分 析 控 制 参数 w 变化 时 状态 的 变化 . 
19. 找 出 系统 


Z=a—x— br ry, 


y= bx — zy 
的 定常 解 , 并 判断 类 型 . 
20. 分 析 下 列 系统 的 定常 解 的 类 型 ,其 中 py 为 控制 参数 . 
|; 一 AZ 一 2 十 Zy2， 
y=—y—y Ty; 
| 一 (Ap 十 z)y， 
B. 
3 一 一 pz 十 天 十 y 
1 
C. 
y=p(y—z) 二 Tz 二 y; 
人 


y= (p+7)y; 
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工 一 3HA(Z 一 切 一 2 十 妈 ， 
E. 


上 

y=2p(y—7)+y (Toy); 
之 一 Ap(3z 一 5y) 一 22 十 好 ， 
G. 


一 Z(2H 一 y). 
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前 面 说 到 非 周期 运动 发 生 于 非 线 性 系统 中 当 驱 动力 和 耗 散 力 可 
以 比拟 时 . 还 有 许多 物理 现象 是 非 周期 的 ,但 似乎 还 有 一 定 的 周期 
性 ,其 实 每 个 系统 内 部 都 有 自己 的 节律 .但 是 系统 总 是 和 外 部 环境 相 
联系 的 ,于 是 人 们 就 寻找 外 部 强迫 的 因素 ,看 其 周期 是 否 和 现象 发 生 
的 周期 相近 . 例如 太阳 黑子 有 近 11 年 的 周期 , 若 气 候 的 旱 涝 有 近 11 
年 左右 的 变化 ,那么 我 们 就 说 旱 涝 是 由 于 太阳 强迫 所 引起 的 . 本 章 就 
澄清 这 些 问 题 . 


8 1 线性 系统 和 非 线性 系统 的 输入 和 输出 


我 们 来 看 一 个 带 有 频率 为 2 的 周期 性 的 输入 4cos9Bz 加 于 一 个 
线性 系统 会 有 什么 结果 . 
例如 ,阻尼 振 落 线性 系统 
工 十 2a 工 十 olz 一 4cosanat， (4. 1) 


当 振幅 4 固定 时 ,在 强迫 振荡 频率 w 一 \ % 一 “处, 当 a 很 小 ,w 接 
近 于 系统 的 固有 频率 w 时 ,z 达到 最 大 ,力学 上 称 为 共振 . 因此 , 周 
期 输入 也 是 周期 输出 . 

而 对 非 线 性 系统 却 不 一 样 ,由 于 系统 内 部 的 各 种 尺度 (频率 ) 的 
相互 作用 ,输入 若是 一 个 频率 ,那么 输出 既 可 以 有 的 振荡 ,也 可 
以 有 频率 为 二 Cn 为 整数 ) 的 次 谐 波 ,也 可 以 有 混沌 , 见 图 4. 1. 

例如 ,强迫 非 线 性 振荡 (duffing) 


区 十 a 一 Xz 十 Xx 二 Acoswit， (4. 2) 
产生 的 输出 频率 w, 和 输入 频率 wi 之 比 可 以 写成 
宅 一 之 (4. 3) 


9 
Wl qa 
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输入 输出 
A A 
(a) 线性 系统 


(b) 非 线性 系统 
图 4.1 输入 和 输出 


其 中 p 和 g 是 两 个 整数 , 且 pg 的 任何 公共 因子 要 去 除 . 因此 若 志 是 


有 理 数 ,那么 就 说 系统 的 状态 是 周期 的 ;车 女 是 无 理 数 ,那么 这 状态 
就 是 拟 周 期 的 . 
当 强 追 项 和 阻尼 项 都 是 零 时 ,此 时 方程 (4. 2) 变 成 
工 一 z+ 十 x; 二 0， (4. 4) 

将 (4.4) 式 化 成 方程 组 形式 

之 一 y， 

. ， (4. 5) 

yy 一 工 一 工 ，. 
(4. 5) 式 有 三 个 定常 状态 : (0,0),(1,0),( 一 1,0). 很 容易 说 明 ,定常 
状态 (0,0) 是 鞍点 ,定常 状态 (1,0) 和 (一 1,0) 是 中 心 点 . 围绕 中 心 点 
的 运动 是 周期 运动 ,而 且 当 振幅 加 大 时 ,周期 也 加 长 . 所 以 内 部 产生 
的 周期 和 外 部 强迫 的 周期 之 间 可 以 有 各 种 各 样 的 比值 ,包括 谐 波 在 
内 . 

车 加 上 阻尼 力 , 那 么 定常 状态 (1,0) 和 (一 1,0) 就 变 成 了 稳定 的 
焦点 吸引 子 , 此 时 定常 状态 (1,0) 和 (一 1,0) 就 好 比 位 势 的 两 个 槽 ,而 
定常 状态 (0,0) 就 好 比 位 势 的 一 个 脊 , 见 图 4. 2. 若 一 个 小 球 在 左 模 
内 振动 ,时 间 很 长 以 后 它 就 被 吸引 到 左 槽 底部 . 车 一 个 小 球 在 右 槽 内 
振动 ,时 间 很 长 以 后 它 就 被 吸引 到 右 槽 底部 . 此 时 系统 中 仅 有 耗 散 
力 , 因 而 运动 是 简单 的 ,阻尼 耗 散 能 量 , 使 得 运动 衰减 下 来 . 
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但 是 若 加 上 强迫 项 后 , 它 成 为 系统 的 驱动 力 . 不 断 变 化 强迫 项 的 
振幅 4 ,到 一 定 程度 ,驱动 力 和 耗 散 力 相 比 拟 时 , 左 槽 中 的 小 球 在 堪 
槽 中 来 回 振 葛 几 次 后 就 被 甩 到 右 模 中 ,在 右 档 中 又 来 回 振荡 几 次 后 
被 忆 到 左 模 中 , 且 左 右 槽 来 回 振荡 的 次 数 不 定 ,这 就 形成 了 非 周期 的 
混沌 . 见 图 4. 2. 


图 4.2 强迫 振动 的 混沌 模型 


所 以 ,对 非 线 性 系统 ,输入 是 周期 的 ,但 输出 可 能 是 拟 周期 的 ,其 
至 于 非 周期 的 . 拟 周期 运动 是 混沌 的 前 兆 . 


§ 2 三 维 相 空间 中 的 拟 周期 运动 


在 三 维 相 空间 中 , 拟 周期 运动 最 好 用 环 面 来 说 明 , 它 相当 于 一 个 
自行 车 的 内 胎 ,运动 在 内 胎 表面 上 . 它 有 两 种 频率 的 运动 : 一 方面 ， 
运动 要 围绕 内 胎 表 面 绕 大 圈 转 ,这 相当 地 球 绕 太 阳 的 公转 , 它 有 一 个 
频率 w (周期 为 Ti); 另 一 方面 ,运动 要 绕 内 胎 自 转 ,这 相当 于 地 球 的 
自转 , 它 有 一 个 频率 ws( 周 期 为 了 T:) ,这 两 个 频率 之 比 为 


0 二 只 = 和 宛 二 ， (4.6) 


车 运动 的 轨道 头 尾 相 接 , 则 运动 是 周期 的 ;车 运动 的 轨道 头 尾 不 
能 相 接 , 布 满 了 整个 环 面 , 则 运动 是 拟 周 期 的 . 见 图 4. 3(a),(b). 

为 了 描述 拟 周期 运动 ,我 们 垂直 于 大 图 作 一 平面 切割 环 面 ,这 平 
面 称 Poincare 截面 , 见 图 4. 3(c), 那 么 在 环 面 上 的 运动 就 在 


Poincare 截面 上 打上 许多 点 . 例如 Q 一 2 时 ,这 就 表示 绕 小 圈 转 的 时 
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(a) 拟 周 期 运动 


一 一 一 


(b) 旋转 数 Q= 3 的 周期 运动 


(c) Poincare 截面 
图 4.3 环 面 上 的 轨道 


间 是 绕 大 图 的 时 间 的 立 倍 , 见 图 4. 4(a). 同样 ,0 一 了 就 表示 绕 小 图 


转 的 时 间 是 绕 大 圈 的 时 间 的 3 售 , 见 图 4.4(b). 图 4.4(a),(b) 中 运 
动 是 沿 顺 时 针 旋 转 ,其 轨道 从 0 点 开始 ,轨道 绕 大 图 一 次 ,又 回 到 
Poincare 截面 上 , 即 又 在 Poincare 截面 上 打 一 个 点 .图 4.4(a) 说 明 
大 图 旋转 了 3 周 , 小 图 只 转 了 2 周 ,而 图 4.4(b) 说 明 大 圈 旋 转 了 5 


周 ,小 圈 只 转 了 3 周 . 
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如 果 2 一 二 是 无 理 数 ,那么 Poincare 截面 上 的 点 就 绝对 不 会 重 
复 ,因而 就 布 满 了 图 4. 4 的 小 圆 , 这 就 是 拟 周期 运动 . 


2:3 3:5 
@O= 壮 OO= 隆 


图 4.4 ” 环 面 运动 的 Poincare 截面 

像 (4. 1) 式 所 示 的 周期 驱动 系统 说 明 的 那样 ,参数 4 很 小 时 ( 驱 
动力 小 ) ,系统 处 在 定常 状态 ;参数 4 稍 大 一 点 (驱动 力 大 一 点 ), 定 
常 状态 就 分 岔 成 周期 状态 ,如 轨道 在 两 个 槽 间 的 周期 振动 ,这 时 就 出 
现 了 一 个 频率 . 当 驱 动力 再 增加 ,就 可 能 出 现 第 二 个 频率 ,此 时 两 个 
频率 构成 的 轨道 很 可 能 就 是 在 二 维 环 面 上 . 当 两 个 频率 之 比 是 无 理 
数 时 ,这 就 是 拟 周期 运动 ; 当 驱 动力 再 增加 ,这 种 拟 周期 运动 就 变 成 
了 混沌 . 


§ 3 锁 频 和 同步 、 圆 映射 


在 一 个 系统 中 , 当 有 两 个 或 者 多 个 振荡 的 频率 发 生 非 线性 相互 
作用 时 ,就 很 容易 产生 锁 频 现象 . 前面 我 们 已 经 看 到 , 当 控 制 参数 在 


某 个 范围 内 ,两 个 频率 之 比 0= 守 = 人 (pq 为 整数 ) ,我 们 就 称 这 两 


个 振荡 是 锁 频 (frequency-locked). 当 n= g 二 ] 时 就 称 为 同步 
(synchronization). 惠 更 斯 发 现 ,两 只 挂钟 背靠背 地 挂 在 同一 木板 墙 
时 ,这 两 只 钟 会 走 到 严格 的 同步 . 月 球 绕 地 球 公转 ( 它 的 频率 设 为 
ww) ,月 球 又 有 自转 ( 它 的 频率 设 为 w) ,我 们 知道 严格 地 有 公 一 1, 所 


以 我 们 在 地 球 上 仅仅 只 能 看 见 月 球 的 正面 . 人 体 的 生物 钟 和 白天 尝 
夜 这 个 周期 同步 ,但 由 东 半 球 到 了 西半球 会 发 生 时 差 ,过 了 若干 日 子 
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才能 调整 过 来 ,获得 新 的 锁 相 . 

从 物理 上 讲 , 锁 频 的 物理 意义 就 是 : 在 非 线 性 系统 中 , 当 参 数值 
(如 强迫 振荡 的 振幅 4) 变 化 到 一 定 范围 内 ,必然 引起 非 线 性 振荡 的 
振幅 变化 . 前 面 我 们 已 经 知道 ,由 于 振荡 的 周期 (频率 ) 和 振幅 有 关 ， 
所 以 必然 引起 振荡 频率 变化 . 若 两 个 频率 之 比 适合 关系 式 (4. 6) 时 ， 
说 明 两 种 频率 的 非 线 性 相互 作用 引起 w 的 p 次 谐 波 ,并 和 wow 的 g 
次 谐 波 发 生 共振 . 

这 就 是 说 , 锁 频 发 生 在 频率 共振 的 相互 作用 战胜 了 频率 本 身 的 
变化 . 例如 , 若 是 强迫 振荡 的 频率 ,那么 发 生 锁 频 在 w 的 某 个 范 
围 之 内 . 但 是 由 于 mw 的 低 次 谐 波 的 振幅 大 于 高 次 谐 波 的 振幅 ,所 以 


锁 频 通常 发 生 在 p 和 g 比较 小 的 数值 上 ,例如 一 记 , 子 ,而 不 是 


和 9 比较 大 的 数值 ,如 忆 一 顽 , 因 为 和 4 比较 小 时 会 发 生 较 强 的 相 
互 作用 . 

如 果 我 们 仅仅 考虑 模 截 环 面 的 Poincare 截面 ,那么 ,旋转 数 差 
一 个 整数 什 的 Poincare 截面 是 相同 的 . 例如 旋转 数 0 一 1 二 和 0 一 


二 ,前 者 表示 小 圈 转 一 图 加 3 ,大 图 才 转 一 图, 这 和 后 者 表示 小 圈 只 


转 三 ,大 图 转 一 图, 打出 的 点 1( 见 图 4.4(a)) 其 效果 是 相同 的 . 所 以 


我 们 今后 只 考虑 旋转 数 的 分 数 部 分 , 即 2( 模 1). 例如 2. 3 的 分 数 部 
分 是 0. 3,16. 77 的 分 数 部 分 是 0. 77. 
下 面 我 们 用 简单 的 模式 来 研究 锁 频 . 由 于 Poincare 截面 上 是 一 
个 圆 上 角度 8 的 变化 ,所 以 角度 之 间 的 映射 写成 
0 = f(0,) (mod 1)， (4.7) 
其 中 “mod” 表 示 模 数 ,这 个 映射 定义 角度 在 圆 上 旋转 一 周 是 1, 因 而 
9 二 0. 7 和 0 二 1.7 代表 圆 上 同样 的 点 ,函数 /2) 是 周期 函数 . 例如 


bits = f(0,) = 0, + 0 — Esin(2n0,) (mod 1,K > 0)， 


(4. 8) 
就 称 为 圆 映 射 . 映射 (4. 8) 式 有 两 个 控制 参数 ,一 个 是 频率 比 参 数 0， 
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另外 一 个 是 非 线 性 强度 参数 天 . 


我 们 定义 旋转 数 
w= lim 个 9) 一 多 (4. 9) 
代表 是 否 锁 频 的 特征 ,其 中 分 子 代表 nn 次 适 代 后 的 角 距 离 
我 们 先 来 分 析 (4. 8) 式 的 不 动 点 , 它 满足 方程 
9=/(0)=0+0-— sin C20) , 
即 
2 = sin(2x0), (4. 10) 
因此 若 
天 之 2r0， (4.11) 
则 映射 (4. 8) 式 至 少 有 一 个 不 动 点 . 同时 由 (4. 8) 式 右 端 的 导数 
2 站- 1 一 天 cos2r0 (4. 12) 


的 模 是 否 小 于 1, 来 判断 该 不 动 点 的 稳定 性 . 

例如 ,天 一 0.5,2=0. 04, 则 很 容易 验证 9==0.1 附近 是 一 个 稳定 
的 不 动 点 ,9 二 0.4 附近 是 一 个 不 稳定 的 不 动 点 . 那么 按 (4. 11) 式 ,0 
在 


天 
< (4. 13) 


范围 内 ,x ha 9 二 0.1 附近 ,因而 ”次 迭代 
后 的 角 距 离 为 0， 即 锁 相 频率 比值 是 了 锁定 在 (4. 13) 式 2 接近 的 
有 理 数 0 上. 
对 于 82 值 接近 于 1 时 ， 要 得 到 地 1 的 频率 锁 相 , 我 们 要 注意 我 们 
测定 角 是 以 mod 1 为 要 求 ， 因此 出 现 的 不 动 点 可 以 写成 
0 十 1 一 9 十 一 分 sin(2x0)， 


则 出 现 不 动 点 的 条 件 为 


之 1 一 gx? (4. 14) 
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所 以 归纳 起 来 ,2 满足 (4. 13) 式 时 出 现 人 的 锁 相 ,而 满足 (4. 14) 式 时 
出 现 二 的 锁 相 . 也 就 是 说 非 线 性 映射 (4. 8) 式 在 天 >0 时 ww 可 以 锁定 


在 与 0 代表) 相近 的 有 上 
问题 是 非 线性 耦合 条 件 最 喜欢 的 锁 相 频率 是 什么 ?答案 是 若 参 
数 0 使 得 落 在 各 各 之 间 , 则 锁 相 的 频率 为 分 子 和 分 子 相 加 ， 分 


母 和 分 母 相 加 , 即 


1 etsp, (4. 15) 
9 gq g++ga 


在 参数 平面 (Q,K) 上 ,显示 出 锁 相 的 区 域 , 称 为 Arnold 舌头 , 见 图 
4. 5. 这 样 的 构造 和 数理 上 的 法 拉 里 (Frarey) 序 列 有 关 , 所 谓 法 拉 里 
序列 就 是 0 和 1 之 间 的 分 数 序列 , 它 的 构造 方法 类 似 (4. 15) 式 : 


1 


es | 一 


图 4.5 锁 相 频率 区 域 (Arnold 舌头 ) 
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因此 ,分 母 最 大 为 5 的 法 拉 里 序列 (5 称 为 法 拉 里 序列 的 序 ) 为 


O01li1liliz2z1l132341 
1”5”4”3”5”25”3”4”5°1° (4. 16) 


其 中 ,每 个 分 数 是 它 相 邻 的 两 个 分 数 按 (4. 15) 式 所 定义 的 “和 ”. 有 趣 
的 是 如 果 我 们 从 构造 法 拉 里 序列 的 表 中 的 右上 角 二 开始 作 锅 齿 形 运 


全 .并 下 和 一 下 一 我们 注意 这 时 法 和 里 序列 中 风 数 人 


子 和 分 母 就 是 Fibonacci 数 . 车 从 左上 角 了 开始 作 锯齿 形 运行 ， 即 池 eh 


2 3 5 8 13 pt …, 这 也 是 隔 一 个 数 的 Fibonacci 数 之 


比 . 

常常 一 个 系统 的 控制 参数 变化 后 ,在 K<<1 时 ,先是 两 个 频率 的 
拟 周期 性 (旋转 数 为 无 理 数 ) ,然后 锁 相 成 周期 轨道 (旋转 数 为 有 理 
数 ), 最 后 在 玉 >1 演变 成 混沌 . 在 圆 映 射 (4. 8) 式 中 表现 为 K1 
时 ,成 为 不 可 逆 的 映射 ( 即 0.+: 有 多 个 9 对 应 ). 
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前 面 我 们 已 经 看 到 , 当 旋转 数 为 无 理 数 时 ,此 时 并 不 是 频率 锁 相 
的 周期 运动 ,而 是 拟 周期 运动 ,我 们 将 用 有 理 数 的 序列 来 近似 给 定 的 
无 理 数 旋转 数 . 例如 无 理 数 的 黄金 分 割 数 


> 一 1 0.618 033 9…， (4. 17) 


G = 
它 能 写成 如 下 的 连 分 数 形式 ， 
G= 1 ， (4. 18) 
1 
1 十 工 
(4. 18) 式 的 省 略 号 “…” 表 示 它 连续 这 种 形式 直到 无 穷 . 如 果 我 们 有 
n 个 分 数 线 就 停止 ,那么 就 是 对 G 的 x 阶 近似 .例如 前 阶 近似 为 


1 十 
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G1 一 1 一 1， 
1 1 
Gz 一 一 了 ， 
， 1 2 
1 十 了 
1 2 
G; 一 一 一 一 一 之 ， 
1 十 1 3 (4.19) 
i 二 了 
G=— 5， 
G; 一 车 
当 n->co 时 ,那么 C, 就 趋向 于 无 理 数 G. 
为 了 简单 起 见 , 连 分 数 
一 一 一 一 (4. 20) 
ao 十 1 
十 


可 以 简写 成 [co ,aly02…] ,对 于 G, 就 可 以 简写 成 [1 ,1,1,.…]. 
从 (4. 19) 式 我 们 看 出 有 下 面 关系 : 


1 
C。 1 十 G,_1 多 (4, 21) 
当 n 一 co 时 有 
__l 
C 一 TG (4. 22) 


由 (4. 22) 式 产生 G 的 二 次 方程 
G+G—1=0, (4. 23) 
它 的 解 就 是 (4. 17) 式 (参看 第 二 章 习 题 8). 
有 意思 的 是 , 若 已 知 G 和 G:, 则 (4. 19) 式 中 的 Gs,G4,Gs,… ,分 
别 就 是 法 拉 里 序列 的 分 子 和 分 子 相 加 ,分 母 和 分 母 相 加 的 结果 ,如 
(4.15) 式 , 即 
2 


1 1 十 1 
G 一 1 G2 一 G12™ 3 
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_1+2 3 2 十 3 5 
CC 一 2 3 一 节 ， Gs= 35= 8 (4. 24) 
更 有 意思 的 是 ,G; 的 分 子 和 分 母 都 是 Fibonacci 数 , 即 
EF 
C 一 Fr,’ (4. 25) 
其 中 ,F; 是 按照 如 下 递 推 关 系 得 到 的 Fibonacci 数 : 
Ft = PF, 二 Fl, Fo, = 0, FI=1. (4. 26) 


更 使 人 着 迷 的 是 , 若 连 分 数 表达 式 (4. 20) 中 的 a 以 某 个 周期 天 
重复 出 现 , 即 a 二 am+x ,那么 这 个 周期 的 连续 分 数 代表 一 个 元 理 数 ， 
并 且 它 是 一 个 整数 系数 的 二 次 方程 的 解 . 例如 ,对 黄金 分 割 数 G, 有 
az 一 4 一 ], 即 周期 为 天 二 1. 又 如 


zo 一 1=0+ 一 一 一， 
2 十 一 一 一 
2 十 5 于 
即 CI 一 CQ 一 03 一 一 2， 《4. 27) 
它 也 是 周期 为 玉 王 1 的 周期 连 分 数 , 它 满足 的 二 次 方程 为 
xz 一 村 即 zi 二 2x 一 1 二 0. (4. 28) 
又 如 
工 二 入 3 一 】 一 1 1 9 
1 十 ] 
2 十 
1 十 1 
2 十 二 
即 wa 二 21,as 一 la 一 2，…， (4. 29) 
它 是 周期 玉 =2 的 连 分 数 . 它 满足 的 二 次 方程 为 
zz 一 -一 1 - 工 二 ， 即 必 十 2z 一 2 一 0 (4.30) 
1 十 1 ZX 二 3 
2 十 工 


这 就 充分 说 明 拟 周 期 状态 能 够 用 一 系列 有 理 数 来 近似 . 
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85 高 斯 映射 


前 面 我 们 已 经 看 到 ,旋转 数 为 有 理 数 生 时 ,对 应 于 周期 锁 相 状 
态 , 用 连 分 数 表示 它 是 有 限 的 连 分 数 ,例如 旋转 数 


9 2 1 

o= 了 =1+ 了 =1+ 遍 

=1+ 一 二 =1+ — = [1,3,1]， 
3 十 尘 3 十 


1 十 二 

而 对 于 旋转 数 为 无 理 数 时 , 它 对 应 于 拟 周 期 状态 ,用 连 分 数 表 示 , 它 
是 周期 循环 无 限 的 连 分 数 . 例如 黄金 分 割 数 表示 为 [1,1,1,…J]. 这 种 
产生 像 黄 金 分 割 数 或 (4. 27) 式 这 种 无 理 数 的 过 程 就 包含 产生 自 相 似 
的 混沌 过 程 ,所 以 必然 和 混沌 相 联 系 . 


下 面 这 种 映射 称 为 高 斯 映射 或 者 双 曲 映射 : 
0， 工 一 0， 
Tn fm = i D), ze dD, ‘31 


其 中 0,1,2,…. 此 映射 相当 于 每 次 取 数 二 的 分 数 部 分 ,因此 若 取 
XoE [0;,1) ,那么 


na+1 一 1 Tetl (4. 32) 
就 是 二 的 整数 部 分 . 
所 以 , 若 zo 的 连 分 数 展开 ， 
1 
Xo 一 [ni 72 7 ,nn 一 n 十 [2 zs] (4. 33) 


则 高 斯 映射 (4. 31) 式 相当 于 取 过 的 分 数 部 分 ,但 m 是 三 的 整数 部 


分 . 剩 下 的 [ass，…zgo] 就 是 其 分 数 部 分 ， 
fnisnz ,ns ,14]) 一 [aa ,4 (4. 34) 
这 相当 于 锯齿 映射 (2. 30) 式 的 移 位 运算 . 
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因此 若 ze 是 有 理 数 ,那么 经 过 高 斯 映射 就 终止 在 高 斯 映射 的 不 
动 点 zx“ 一 0; 若 ze 是 无 理 数 ,那么 经 过 高 斯 映射 ,一 会 儿 就 完全 变 成 
混沌 . 

例如 zo 二 


法 用 过 红 分 娄 的 天 个 3 表示 , 即 zo 一 [3], 但 是 机 器 总 是 有 限 
精度 的 ,因此 上 面 的 xz。 只 能 表示 成 [3,3,3,3,3,3,3,3,3,1,4,1,2， 
10,4,11,90,1,…], 通 过 高 斯 映射 迭代 8 次 后 ,随机 数据 就 移 到 前 面 
来 了 ,结果 是 0. 3,0. 3,0. 3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.3,0.2,0.8,0. 
2,0. 6,0.4,0.0,0.2,…, 这 完全 是 混沌 . 


> 一 一 [3， 3,3,… m2] 二 0. 302 775 6… ,理论 上 mm 


36 随机 共振 


从 前 面 (4. 2) 式 所 示 的 强迫 非 线性 振荡 系统 我 们 已 经 看 到 ,对 周 
期 性 的 输入 ,输出 可 以 是 各 种 谐 波 ,甚至 混沌 . 当 强 迫 振荡 的 振幅 4 
比较 小 时 ,运动 可 以 在 z= 十 1 或 += 一 1 附近 振荡 . 当 振 幅 4 比较 
大 时 ,运动 可 以 在 两 个 槽 之 间 来 回 振荡 ,其 至 出 现 无 规则 的 振 蔓 ,这 
就 是 混沌. 

但 是 若 在 (4.2) 式 加 入 随机 噪声 。C) 后 变 成 

工 十 a 一 x 十 X; 二 Acoswt 十 E(t)， (4. 35) 

从 物理 上 考虑 , 当 阻 尼 系 数 a 比较 大 时 ,不 可 能 有 共振 发 生 . 只 有 当 
阻尼 系数 a 比较 小 时 , 才 有 可 能 共振 . 同时 , 当 模 和 中 间 次 之 间 的 势 
健 高 度 B 大 于 噪声 e(z) 涨 落 振幅 AT (4 是 玻 尔 兹 曼 常 数 ,T 是 介质 
的 绝对 温度 ) ,那么 振 葛 很 可 能 在 两 个 槽 当中 的 一 个 振 功 . 当 势 全 高 
度 B 小 于 k 了 时 ,振荡 则 可 能 在 两 个 槽 之 间 振 荡 , 并 产生 一 个 和 强迫 
振荡 频率 w 相同 的 振荡 ,这 就 是 随机 共振 . 虽然 此 时 强迫 振荡 的 振 
幅 4 并 不 大 . 理论 上 在 两 个 槽 之 间 的 振荡 规律 称 为 Kramers 速率 ; 


B 
Wowp 一 妹 
Rx 一 Drae  ， (4. 36) 


其 中 =~M1 ,wm 一 M2 分别 是 与 势 硝 和 势 权 相对 应 的 系统 频率 . 
随机 共振 概念 是 研究 气候 变化 的 10 万 年 的 周期 而 引起 的 . 人 们 
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发 现 地 球 绕 太阳 转动 的 偏心 率 的 变化 也 大 约 为 10 万 年 ,这 就 相当 于 
太阳 绕 地 球 的 一 个 强迫 周期 信号 ,但 这 一 周期 信号 振幅 4 很 小 ,不 
足以 产生 气候 变化 的 如 此 大 幅度 . 因此 只 有 将 微弱 强迫 信号 与 随机 
力 elz) 结 合 起 来 ,随机 力 大 大 提高 了 小 的 周期 强迫 信号 对 非 线性 系 
统 的 调制 能 力 , 通 过 “随机 共振 ”引起 了 大 幅度 的 气候 变化 . 


习 题 


1. 请 绘制 环 面 上 运动 不 同 旋转 数 0 的 Poincare 截面 : (a) f= 
3 7 3 8 13 
了 3Cb) 们 一 了 ic) 1 一 5 (Cd) 如 一 5 ; (e€) 0Q= 5 

2. 若 某 个 连续 分 数 z 表示 为 [n,n,n,…]==[7j, 其 中 是 正 整 
数 . 问 该 数 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? z 满足 什么 样 的 二 次 方程 ? 


3. 对 高 斯 映射 , 若 Xo 取 为 黄金 分 割 数 , 即 zo=[1,1,1,.… |= 
[1], 说 明 它 是 高 斯 映射 的 不 动 点 . 

4. 分 析 (4. 5) 式 的 定常 状态 的 类 型 . 

5 如何 理 解 随机 力 e(z) 大 大 提高 了 小 的 强迫 信号 振幅 4 的 调 
制 能 力 ? 
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当 你 在 划船 时 , 浆 的 后 头 会 出 现 大 的 旋涡 ,接着 大 旋涡 中 会 出 现 
许 许多 多 尺度 不 同 的 小 旋涡 ,在 物理 学 上 称 它 为 涡 旋 . 大 气 中 的 大 涡 
旋 达 数 千 公 里 ,如 北半球 的 气旋 和 反 气 旋 , 但 这 些 大 涡 旋 中 还 有 各 种 
小 涡 旋 , 小 涡 旋 中 还 含有 更 小 的 涡 旋 . 这 种 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 的 现象 
是 多 尺度 现象 的 一 种 , 它 在 自然 界 是 非常 普遍 的 . 这 种 表面 上 看 起 来 
很 杂乱 无 章 的 现象 ,能 否 找到 它 的 规律 呢 ? 由 于 这 种 现象 一 般 主 要 出 
现在 非 线性 系统 中 ,各 种 尺度 的 涡 旋 之 间 均 发 生 相 互 作 用 . 非 线性 确 
定性 系统 可 以 出 现 随 机 的 不 确定 的 结果 一 一 混沌 ,同样 非 线 性 多 尺 
度 系 统 ,杂乱无章 的 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 的 现象 也 有 规律 可 循 ， 
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物理 学 将 经 典 力学 称 为 宏观 物理 学 ,把 量子 力学 称 为 微观 物理 
学 ,现在 研究 的 还 有 比 原子 尺度 大 一 个 数量 级 的 纳米 物理 学 一 一 介 
观 物理 学 . 宏观 、 介 观 和 微观 实际 上 代表 三 种 不 同 的 尺度 层次 . 大 气 
科学 中 将 数 千 公 里 尺度 的 涡 旋 称 为 大 尺度 ,将 数 百 公 里 的 涡 旋 称 为 
中 尺度 ,将 数 公里 的 涡 旋 称 为 小 尺度 ,由 此 可 见 尺度 的 重要 性 . 但 是 
在 实际 大 气 中 ,所 谓 大 .中 、 小 涡 旋 是 混杂 在 一 起 的 ,是 不 能 将 其 中 的 
某 个 涡 旋 取 出 来 的 ,而 且 大 、 中 、 小 尺度 的 差别 达到 9 个 数量 级 . 假如 
把 人 的 高 度 都 是 1 m 数量 级 称 为 有 特征 尺度 系统 , 则 把 尺度 相差 好 
多 个 数量 级 的 系统 称 为 多 尺度 系统 ,或 无 特征 尺度 系统 . 

下 面 举 几 个 多 尺度 系统 的 例子 . 

例 1 第 一 章 我 们 已 经 讲 到 海岸 线 的 长 度 的 提 法 是 不 确切 的 . 
问题 是 如 何 描述 它 呢 ? 图 5. 1 是 单位 长 度 的 直线 和 由 此 生成 的 一 种 
海岸 线 模型 . 
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(a) 直线 (b) 海岸 线 
图 5.1 


对 单位 长 度 的 线段 来 讲 , 不 管 你 用 什么 长 度 ~ 的 尺子 来 度量 , 它 
的 长 度 总 是 1, 即 


L=r =1, (5. 1) 
但 是 对 于 图 5. 1(b) 的 海岸 线 模型 来 讲 ,用 > 一 二 的 尺子 去 量 ,由 于 比 
十 小 的 弯曲 在 测量 的 过 程 中 丢失 了 ,所 以 测量 出 来 的 长 度 为 | 二) 
= 和 ;车 用 7 一 溃 的 尺子 去 量 , 则 比 广 小 的 弯曲 在 测量 的 过 程 忽 略 
了 ,所 得 长 度 为 [二 | = | 入 ;…… 如 此 不 断 测量 下 去 . 可 以 看 出 ， 
尺子 + 的 长 度 愈 小 ,测量 出 来 的 海岸 线 长 度 工 愈 长 . 尺子 最 大 为 
(二) ,最 小 为 | 二 ,= 很 大 时 这 大 小 尺度 差 好 多 数量 级 ， 

若 设 海岸 线 长 度 二 和 尺子 之 间 的 关系 为 


L=r=N.:r, (5. 2) 
则 有 
和 | ”| 工 | 一 
[4 = 人 (| (2 一 1 2， )， 
两 边 取 对 数 
. n(lg4 — lg3) = np(lgl 一 lg3)， 
由 此 求 出 
1_lg4_ 
A 一 工 jg3 一 0. 2618， (5. 3) 
其 中 无 理 数 


D= lg4 = 1.2618.…， 
lg3 


就 称 为 图 5. 1(b) 海 岸 线 的 分 数 维 . 
这 种 定义 是 妥当 的 , 它 也 包含 了 直线 长 度 的 定义 ,因为 
L=rn-?=N.r, (5. 4) 
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直线 维 数 D=1, 所 以 工 =r"==1, 它 的 长 度 不 随 r 改变 . 而 对 海岸 线 
1 一 D<0, 所 以 海岸 线 的 长 度 随 尺子 7 减 小 而 增加 . 
由 (5. 4) 式 求 得 


N=r? 或 者 D = 。 (5.5) 


lg 


(5. 5) 式 就 是 分 数 维 DD 的 定义 , 它 说 明 若 用 尺子 长 度 为 7 的 “小 立方 
体 ” 去 量 分 形 对 象 , 若 得 到 “小 立方 体 ”的 个 数 为 N (在 海岸 线 问 题 中 
NN 为 段 数 ), 则 由 (5. 5) 式 就 可 以 求 DD. 

应 该 注意 ,D 有 “ 维 数 ” 的 含义 . 但 更 为 重要 的 是 ,尺子 + 的 大 小 
变化 时 ,海岸 线 长 度 工 也 变化 了 ,NN 的 个 数 也 变化 了 ,但 是 万 不 发 生 
变化 ,所 以 分 数 维 D 是 无 特征 尺度 系统 中 的 一 个 不 变量 . 


例 2 图 5.2 是 著名 的 康 托 尔 (Cantor) 集 合 ,请 注意 它 是 一 个 
点 集合 . 从 它 的 构造 过 程 看 出 ,每 次 都 是 “一 分 为 二 ”, 且 留 有 空隙 . 若 
是 直线 , 它 的 维 数 是 1, 若 是 一 个 点 , 它 的 维 数 是 0. 现在 是 无 穷 多 个 
点 (有 间歇 ) 的 集合 , 它 既 不 是 0 维 , 又 不 是 1 维 (直线 由 无 穷 多 个 没 
有 间断 的 点 组 成 ), 只 能 处 在 0 和 1 之 间 . 按照 (5. 5) 式 的 定义 ,有 
D= -EN -一 jg2 -0.6301 
(+) a( 翅 | 


rr 


(5. 6) 


| 


图 5.2 康 托 尔 集合 


74 第 五 章 ”如 何 描述 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 


这 里 最 大 尺度 为 1 ,尺度 以 | 二 | 向 下 递减 , 当 ， 很 大 时 ,大 小 尺度 之 
差 高 达 数 个 量 级 . 

例 3 以 消 流 涡 旋 为 例 , 大 涡 旋 中 含有 小 涡 旋 ,但 是 中 间 有 间 
孙 , 即 有 的 地 方 并 不 形成 涡 旋 . 假如 最 初 是 一 个 单位 正方 形 的 方形 涡 
旋 , 它 被 分 成 边 长 为 去 的 三 个 小 涡 旋 , 留 下 一 个 空格 中 没有 涡 旋 . 而 
三 个 小 涡 旋 的 每 一 个 又 分 成 边 长 为 也 的 三 个 更 小 的 涡 施 ,…… 照 此 
下 去 就 形成 一 个 满 流 涡 旋 的 品级 (cascade) 图 像 , 见 图 5. 3. 


CGC = 


本 加 


CU EE 
OC, 


图 5.3 满 流 涡 旋 的 串 级 过 程 


第 一 章 已 经 说 明 , 研 究 涡 旋 的 个 数 是 无 意义 的 . 和 海岸 线 长 度 一 
样 ,我 们 设 定 小 涡 旋 的 面积 S 和 尺度 r+ 的 关系 为 


S=r’, (5.7) 
由 图 5. 3 得 到 
3]" = (#)” 9 
: | 4 2 (n 1,2， )， 
两 边 取 对 数 , 得 
n(lg3 — lg4) = ny(lg1 — lg2), 
由 此 求 出 
有 一 2 一 这- 2 一 万 一 2 一 1.584 96= 0.415 04….(〈5. 8) 


由 (5. 5) 式 ,显然 可 ?就 是 图 5. 3 涡 旋 的 分 数 维 . 若 小 涡 旋 充 满 整个 空 
间 ( 无 间歇 ), 则 万 王 2,p 一 0,S 一 1 

对 三 维 空间 的 间 软 涡 旋 也 同样 可 以 讨论 , 从 (5. 3) 和 (5. 8) 式 ,我 
们 可 以 归纳 ,小 涡 施 在 整个 4 维 空间 中 所 占 的 概率 为 
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P(r) = rr?, (5. 9) 
其 中 4d 一 DD 称 为 余 维 数 . 


以 上 仅仅 是 三 个 例子 ,还 有 聚集 (aggregation )、 和 逾 渗 
(percolation) .树木 生 长 .雪花 形成 等 都 是 多 斥 度 现象 . 多 尺度 系统 
在 自然 界 是 普遍 存在 的 . 


§ 2 物理 量 随 尺 度 的 变化 


前 面 我 们 看 到 了 多 尺度 系统 中 ,尺度 是 一 个 很 重要 的 变量 . 它 的 
重要 性 在 于 物理 量 是 随 尺度 变化 的 . 海岸 线 长 度 、 康 托 尔 集 合 的 段 
数 、 涡 旋 的 个 数 都 随 尺 度 而 变化 . 还 有 , 像 第 一 章 所 指出 的 ,气候 的 冷 
暖 也 是 随时 间 尺 度 的 变化 而 变化 . 在 过 去 我 们 知道 压力 随 温度 变化 
(气体 状态 方程 ) ,状态 随时 间 变 化 ,大 气 的 密度 随 高 度 变化 ,但 是 从 
来 不 强调 物理 量 随 尺度 的 变化 . 这 是 因为 过 去 我 们 从 概念 上 讲 ,不 研 
究 或 很 难 研究 像 大 涡 旋 中 含有 小 涡 旋 这 样 的 问题 . 

今天 我 们 回忆 起 来 ,在 经 典 力学 中 也 有 类 似 的 问题 . 大 家 知道 ， 
两 个 物体 之 间 均 存在 万 有 引力 的 作用 , 力 的 大 小 是 和 两 个 物体 之 间 
的 距离 平方 一 成 反比 , 即 


Jr) cc 二 ， (5. 10) 
r 


当时 我 们 称 > 为 距离 今天 我 们 知道 小 到 原子 之 间 , 大 到 宇宙 天 体 之 
间 均 有 万 有 引力 的 作用 ,距离 大 、 小 的 差别 可 以 达到 数 十 个 数量 级 ， 
当然 也 是 无 特征 尺度 系统 . 现在 我 们 可 以 称 (5.10) 式 中 的 7 为 尺度 . 
所 以 万 有 引力 是 典型 的 多 尺度 系统 中 物理 量 随 尺 度 变 化 的 例子 . 
既然 物理 量 随 尺 度 变化 ,我 们 习惯 的 语言 就 是 “尺度 愈 小 , 量 出 
的 海岸 线 傅 长 "“ 尺 度 愈 小 , 康 托 尔 集合 的 线段 数 愈 多 "“ 尺 度 愈 小 ， 
小 涡 旋 的 个 数 愈 多 ”这 类 说 法 . 对 (5. 10) 式 我 们 也 会 说 “尺度 您 小 ,万 
有 引力 愈 大 ” 问题 是 (5. 10) 式 中 有 个 反映 “平方 ”反比 关系 的 “2”, 这 
个 数字 “2” 是 不 随 尺度 变化 而 变化 的 . 实际 的 多 尺度 系统 , 像 海 岸 线 、 
康 托 尔 集合 .气候 、 满 流 涡 旋 等 ,我 们 找到 的 随 尺度 变化 的 不 变量 是 
无 理 数 , 像 海岸 线 的 不 变量 D 二 1. 2618…、 康 托 尔 集合 的 不 变量 D= 
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0. 6301…、 满 流 涡 旋 的 不 变量 D 一 1. 584 96…. 此 时 我 们 不 说 “海岸 
线 长 度 为 XX X 公 里 ”, 不 说 “ 康 托 尔 集合 的 线段 数目 有 X X X 个 ”， 
不 说 “ 满 流 涡 旋 有 xX X x 个 "了. 但 是 车 说 “海岸 线 的 长 度 和 尺度 的 
0. 2618… 次 方 成 反比 *“ 康 托 尔 集合 的 线段 数 和 尺度 的 0. 6301… 次 
方 成 反比 "“ 涡 旋 的 面积 和 尺度 的 0. 415 04… 次 方 成 正比 "之 类 的 语 
言 也 显得 太 累 次 了 . 更 重要 的 是 ,实际 中 ,多 尺度 系统 的 物理 量 常常 
是 “统计 量 ”, 哪 里 有 像 图 5. 1 那 种 很 规则 的 海岸 线 ? 哪里 有 像 图 5. 2 
那 种 很 标准 的 一 分 为 二 的 康 托 尔 集合 ? 哪里 有 像 图 5. 3 那 种 一 个 大 
涡 旋 分 成 三 个 小 涡 旋 等 这 种 事先 规定 好 的 多 尺度 系统 ? 

简捷 的 语言 就 是 说 小 尺度 和 大 尺度 之 间 “ 自 相似 ”将 图 5. 1 中 
尺度 为 一 二 的 海岸 线 的 一 段 加 以 放大 ,就 成 了 尺度 为 一 二 的 海岸 


线 了 .同样 ,将 尺度 为 -二 的 康 托 尔 集合 的 一 部 分 加 以 放大 ,就 成 
了 尺度 为 一直 的 康 托 尔 集合 的 一 部 分 ;将 尺度 为 + 一 才 的 小 涡 施 加 


以 放大 ,就 成 了 尺度 为 + 二 性 的 涡 施 图 像 
数学 上 ,“ 自 相似 ”表示 成 
L(A) = NL(7), 
NGOr) = 人 2NGr)， (5. 11) 
Sy) 一 Mt-2S(r). 
总 之 ,小 尺度 的 物理 量 和 大 尺度 的 物理 量 之 间 成 一 个 “倍数 ”关系 ,这 
个 “倍数 ”的 数值 ,对 不 同 的 多 尺度 系统 可 以 有 不 同 的 数值 
有 人 把 分 形 和 分 维 定义 为 自 相似 ,我 们 认为 不 太 合 适 , 因 为 它 馈 
少 了 一 个 前 提 , 就 是 对 无 特征 尺度 (或 者 多 种 尺度 ) 系 统 才能 用 分 形 
和 分 维 ,对 有 特征 尺度 的 现象 不 需要 用 分 数 维 . 


§ 3 多 尺度 系统 的 奇异 突变 性 
从 前 面 的 三 个 例子 我 们 看 出 ,由 于 多 尺度 系统 含有 多 种 尺度 . 所 


以 ,经 常 表现 出 状态 的 奇异 突变 性 . 例如 ,海岸 线 正 是 有 大 大 小 小 不 
同 尺 度 的 弯曲 ,所 以 在 弯曲 的 地 方 都 比较 突然 ,数学 上 讲 其 导数 不 连 
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续 . 康 托 尔 集合 在 那些 有 线段 和 无 线段 的 交界 处 ,状态 发 生 突 变 ,或 
是 从 无 (线段 ) 到 有 ,或 者 从 有 到 无 .对 清流 涡 施 系统 ,大 家 可 以 想像 ， 
到 某 一 步 后 ,最 小 的 涡 旋 所 占 的 体积 愈 来 愈 小 ,甚至 于 在 空间 处 在 一 
个 很 细 的 线段 上 或 者 一 些 点 上 ,但 是 涡 施 的 强度 却 很 大 . 这 不 是 奇异 
的 性 质 吗 ? 

在 第 二 章 对 逻辑 斯 蒂 映 射 (2. 1) 式 中 ,我 们 曾经 把 (we 一 入) 看 
做 尺度 ,得 到 周期 数目 N 和 尺度 的 关系 为 

N cc (po 一 AD) ", (5. 12) 

从 (5. 12) 式 看 出 , 当 jp 一 ps 时 ,周期 为 无 穷 大 . 这 不 是 同样 的 奇异 性 
吗 ? 它 说 明 状态 由 周期 状态 发 生 混沌 而 成 为 非 周期 的 混沌 状态 . 

我 们 以 康 托 尔 集合 为 例 说 明 突变 发 生 的 规律 , 因为 很 多 多 尺度 
系统 的 状态 可 以 归纳 为 两 种 : 有 和 无 . 冷 和 暖 、 黑 和 和 白 ( 围 棋 )、0 和 
1、 开 和 关 、 好 和 坏 、 亮 和 瞳 ……, 所 以 康 托 尔 集 合 的 一 个 线段 分 成 两 
段 , 中 间 去 掉 一 段 有 它 的 现实 意义 . 

为 了 定量 说 明 突 变 位 置 的 规律 性 ,我 们 将 康 托 尔 集合 和 一 个 动 
力 系 统 (映射 ) 联 系 在 一 起 . 我 们 看 下 列 映射 

过 nfl 一 3 一 wi (zr), 
1 .2 (5. 13) 
lz, 
zx» € [0,1], 

于 是 , 若 从 单位 间隔 [0,1] 开 始 , 则 映射 w (zx,) 将 单位 间隔 变换 成 间 
隔 | 9, 到] ,而 weCz,) 将 单位 间隔 变换 成 间隔 [3,1|. 再 变换 下 去 ， 
映射 wi(z,) 将 间隔 [ 0, 二] 变换 成 [0, 汪 |,w(z.) 将 间隔 [ 0, 二 ] 变 
换 成 [之 ,了 ];w,(z,) 将 间隔 [ 专 ,1 变换 成 [ 子 ,1] ,wa(zo? 将 间隔 
[ 达 ,1 ] 变 换 成 [二 ,1]. 这 样 不 断 变换 下 去 ,映射 (5. 13) 式 的 吸引 子 


就 是 康 托 尔 集合 . 图 5.4 是 映射 (5. 13) 式 迭代 过 程 的 宝塔 图 . 
从 图 5.4 看 出 ,图 中 的 箭头 就 好 像 上 一 层 通过 wi(z,) 和 roz(Czn) 
生出 的 两 个 儿子 .从 多 尺度 系统 观点 看 ,上 一 尺度 层次 分 出 下 一 尺度 
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wi [0,1]w2 
1 2 
0;33] 。 wl 
wi Ww> 


po 可 ~ 区 : 避 敬 , 引 、 革 4] 
[二 ] 访 己 廓 | 磺 ， 方 ] 谎 ， 刀 ] [ 蓝 ， 娘 | 陷 - 势 ]|[ 稚 和 努 分 ] 舅 ， 1] 
图 5.4 映射 (5.13) 式 的 迭代 宝塔 图 
层次 两 个 状态 ,如 气候 大 尺度 的 冷 期 (或 暖 期 ) 中 含有 下 一 尺度 上 的 


冷 期 和 上 暖 期 . 依 此 类 推 . 
那么 突变 点 的 位 置 如 何 确定 呢 ? 从 图 5.4 看 出 ,上 一 层次 的 数字 


1, 对 应 下 一 层次 两 个 数字 :“ 二 "和 “ 冯 ” 因此 ,以 z+1 为 模 坐 标 ,z， 
为 纵 坐 标 , 则 得 到 (5. 13) 式 的 逆 映 射 , 见 图 5. 5, 即 


一 
Xn 一 37Zn+1 一 wi (Xn), 


(5. 14) 


Tn = 3Tnt1 一 2 = wi (zx,). 


Xt 


图 5.5 《5.13) 式 的 逆 映 射 
由 图 5. 5 看 出 ,上 一 层次 (zx,) 的 一 个 点 对 应 于 下 一 层次 两 个 点 zs 
例如 z, 二 1, 则 由 (5.14) 式 的 wr1(z,) 和 wz?(z,) 分 别 得 到 z+1 一 二 
和 1. 而 取 zx,==0 时 , 则 由 (5. 14) 式 的 wr!'(zx,) 和 zwz "(zx,) 分 别 得 到 
zt 一 0 和 也 这 四 个 zn 值 . 因此 由 上 一 层次 的 一 个 值 , 则 对 应 于 下 
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一 层次 的 两 个 值 , 见 图 5. 5 中 的 黑 点 . 因此 , 康 托 尔 集合 的 突变 点 就 
可 以 用 一 个 (5.14) 式 所 示 的 动力 系统 来 描述 . 

上 面 我 们 将 康 托 尔 集 合 与 一 个 动力 系统 相 联 系 , 从 而 可 以 描述 
突变 点 之 间 的 规律 . 有 时 一 分 为 二 的 过 程 还 应 考虑 质量 分 布 的 不 均 
匀 ，, 此 时 奇异 性 不 仅 有 状态 的 突变 位 置 ,而 且 还 有 质量 分 布 的 奇异 
性 . 例如 映射 


加 P; 一 0.6， 
3 = f(z), Pp, = 0.4, (5. 15) 
5 

其 中 x,€Ef0,1],，(5.15) 式 和 (5.13) 式 的 区 别 在 于 多 了 一 个 质量 分 
配 ,wi (x;) 上 映射 的 质量 占 60% (或 概率 ), 而 wz (x) 映射 的 质量 占 


40%. 图 5.6 是 最 初 几 步 的 质量 分 布 . 


[| Te 
| 有 
1 2 3 

I 


ee 


图 5.6 单位 质量 形成 的 非 均匀 康 托 尔 集合 的 质量 分 布 
和 前 面 讨论 类 似 , 区 间 [0,1] 经 过 w(x,) 和 w(xz,) 变 换 分 别 得 
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到 区 间 [0, 寺 | 和 区 间 | 羡 ,1 |. 因此 ,区 间 [o,1] 可 以 看 成 是 区 间 
[@, 工 | 和 区 则 [ 立 ,1 | 分 别 的 着 变换 wi? Cz,) 和 wz'(z,) 的 结果 .最 
初 的 测度 一 1dz 一 1. 对 于 区 间 [0, 十 ], 因 为 
wr'|0,7 J€e [0,1]) 

mr[o]e[ -和 -下 地 

pot]= pale [ot]) =P 
qa] -Pe [让 = 

同样 ,图 中 标记 为 1,2,3,4 的 小 块 的 质量 分 布 为 
wm) = Pim[o 工 |= 已 .已 = 疡 ， 


|=P ,Pp, 
1]=P Pi* P,, 


Az(4) = Ppl3,1]= P;* P; = Pz. 
这 里 的 质量 就 是 密度 函数 . 其 小 块 质量 之 和 为 1, 即 为 不 变 测 度 . 


[+ 
Aa(2) 一 Psp lo, 证 
[3 


£23) = Pp 


$4 非 均匀 的 分 形 


前 面 $ 1 我 们 介绍 了 三 个 多 尺度 系统 的 例子 ,说 明 对 这 样 的 系 
统 必须 要 用 到 分 数 维 (5. 5) 式 ,这 是 客观 描述 的 需要 ,所 以 才 引 入 分 
形 的 概念 . 对 于 像 映射 (5. 15) 式 构造 出 来 的 康 托 尔 集 合 就 是 不 等 比 
的 康 托 尔 集合 ,如 图 5.7. 

它 不 像 传统 的 康 托 尔 集合 ,去 掉 中 间 的 二 ,而 是 对 单位 长 度 的 线 


眉 , 左 边 保留 一 二 长 度 ,右边 保留 一 之 长 度 . 去 掉 中 间 的 30 此 
时 ,用 同一 个 尺子 去 度量 ,就 不 像 传统 的 康 托 尔 集合 ,左边 和 右边 
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EE I 
[| | WE EE 
[是 | 本 有 | 本 |“ | 
所 4 1 1 站 加 1 易 加 
让 本 让 1 和 || 


图 5.7 不 等 比 的 康 托 尔 集合 


量 出 来 的 数目 一 样 了 . 设 用 + 为 尺子 量 左边 得 到 的 数目 为 Ni (~), 量 
右边 得 到 的 数目 为 N,(r), 则 
N(r) = Ni(r) + Na(Gr)， (5. 16) 


但 是 由 于 每 一 小 段 和 一 个 大 眉 是 自 相似 的 ,因此 用 的 地 倍 ( 即 4) 
去 量 左 段 和 用 + 的 亏 倍 ( 妈 m) 去 量 右 段 ,都 应 该 和 用 > 去 量 大 段 是 


一 样 的 , 即 
Ni r) 一 Ni rr) 一 Nor) 一 一 2. (5.17) 


例如 ,用 一 二 去 量 长 度 1 得 N 一 20, 用 十 X 翅 去 量 长 度 为 二 的 左 自 
也 得 到 Ni 一 20, 用 二 X 贡 去 量 长 度 为 二 的 右 段 也 得 到 Ns 一 20. 
由 (5. 17) 式 得 到 
Ni(r) = (EE NaCr) = [| (5. 18) 
将 (5.17) 和 (5.18) 式 代入 (5.16) 式 得 到 


nl 
或 者 
r?+r? 二 1， (5. 19) 
将 这 个 公式 推广 到 N 个 不 同比 例 尺 度 的 结果 有 
下 十 怠 十 十 雹 二 1. (5. 20) 
下 面 给 几 个 例子 . 


例 4 由 (5.15) 式 构成 不 等 比 的 康 托 尔 集合 . 
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取 记 一 二 ,rs 一 世 , 代 入 (5.19) 式 得 到 


(二 + (2) =1， (5. 21) 
令 [ 土 ] =z, 则 |[ 纪 ) .一 zx“, 方程 (5.21) 变 为 
rz 十 Xx"%=1， 


解 得 ; x 二 0. 43 一 [| 寺 | , 故 D=0. 611. 
例 5 构成 逻辑 斯 蒂 映 射 . 
由 通用 关系 
ECZ) 一 一 ce[s| 一 三 | |， (5. 22) 
若 取 g(0)=1, 则 周期 倍 分 岔 过 程 也 就 相当 于 康 托 尔 集 合 一 分 为 二 
的 过 程 . 则 由 (5. 22) 式 取 x 二 0, 则 
1 一 8(0) =— aglg(0)] =— ag(1), 
所 以 对 1 作 变 换 后 得 到 
g(1) = 一 党 . (5. 23) 
在 (5. 22) 式 中 取 x 二 1, 得 到 
-0 -le 
即 | 
|= 十 . (5. 24) 
(5. 23) 和 (5. 24) 式 表明 ,尺度 为 1 经 过 周期 倍 分 兮 分 出 两 段 ,尺寸 各 
为 圭 和 点 . 因此 代入 (5. 19) 式 得 
(直人 动 = 


a 


求 出 D=0. 537. 
习 题 
1. 构造 一 个 康 托 尔 集合 ,将 单位 长 度 去 掉 中 间 一 半 长 度 ,并 求 


习题 83 


其 分 数 维 . 
2. 下 列 图 形 是 构造 分 形 的 前 几 个 阶段 ,分 别 求 它们 的 分 数 维 . 
(这 些 图形 可 理解 为 大 涡 旋 中 有 小 涡 旋 ) 


(a) 


(b) 


(c) 


(d) 


3. 对 下 列 函数 迭代 系统 : 


wn < 0; B3 
Tnt1 一 
人 


说 明 当初 值 zs 取 为 二 <zo< 二 , 远 代 的 结果 是 发 散 ,而 只 有 康 托 尔 
集合 中 的 点 ,如 [0, 十 ] 和 | 二 ,1 ,映射 的 结果 全 部 留 下 来 
4. 和 渤 代 映 身 
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一 Dx, 一 0.4 委 zi 和 安 0.4， 
52z, 一 4， mn 之 0.4， 
说 明 哪 些 初 值 ze 使 迭代 的 点 在 [一 1,1] 内 ? 
5. 映射 


5ZX;, 十 4， Xn 忆 一 0. 4， 
之 n+1 一 


Tns 


4 

1 3 

A 十 A 

zx€ [0,1], 构 造 出 什么 形式 的 康 托 尔 集合 ? 
6. 请 举 出 几 个 多 尺度 系统 的 例子 . 


n+l 一 
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上 一 章 我 们 谈 到 了 多 尺度 系统 的 描述 方法 ,我 们 看 到 尺度 的 重 
要 性 . 海岸 线 的 长 度 . 气 候 的 冷 暧 、 济 流 涡 旋 的 个 数 (或 概率 ?等 都 随 
着 尺度 变化 . 这 些 多 尺度 系统 在 实际 问题 中 更 常见 ,它们 常常 以 随机 
信号 (现在 我 们 常 称 为 混沌 信和 号) 出现 ,这 些 信号 只 所 以 成 为 随机 ,也 
是 因为 其 中 含有 大 大 小 小 不 同 的 尺度 . 我 们 这 一 章 要 讨论 尺度 变换 
后 的 不 变性 , 即 标 度 不 变性 ,或 称 为 标 度 对 称 性 . 在 自然 界 对 称 性 是 
普遍 存在 的 ,但 本 章 首次 提 到 标 度 对 称 性 . 


$1 噪 声 


研究 随机 信号 总 要 提 到 分 子 布朗 运动 ,布朗 运动 的 平均 位 移 方 
差 (zx:(z)) 和 时 间 成 正比 , 即 
(x(t)) oc i, (6. 1) 
从 物理 学 知道 , 它 的 自 相关 系数 为 


和 r)》 e (6. 2) 


是 一 个 指数 函数 ,其 中 了 称 为 特征 时 间 . 
自 相 关 函 数 RC(7) 的 伍 里 叶 变 换 即 为 功率 谱 ， 


R(7) = 


S() = | Ren .erdr cc 广 ?， (6. 3) 
形 如 (6. 3) 式 的 谱 是 一 种 噪声 宽带 谱 , 所 以 布朗 运动 也 称 褐色 噪声 ， 
其 中 f 是 频率 . 
车 设 随机 信和 号 的 健 里 叶 变 换 为 (了 ), 即 
z(t) = 玄 |__207) .efidf, (6. 4) 
则 功率 谱 SC(7) 就 是 其 全 里 叶 变 换 系 数 模 的 平方 , 即 
SC(f) = |zf) lc fh, (6. 5) 


其 中 8 称 为 功率 谱 指 数 . 对 布朗 运动 ,8==2. 
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将 (6. 4) 式 微 商 一 次 得 到 


ED = 去 | 7 .20D ,end (6. 6) 

将 (6. 6) 式 与 (6. 4) 式 比较 看 出 , 微 商 后 被 积 函数 则 由 (了 ) 变 成 
i 扩 (/) , 故 微 商 后 的 随机 信号 至 他 的 功率 谱 为 

Spa = lf of = fe (6.7) 


即 微 商 后 功率 谱 指数 则 由 8 变 成 8 一 2. 

因此 ,布朗 运动 微 商 的 信号 的 功率 谱 则 由 68=2 变 成 8 二 0, 即 功 
率 谱 为 5( 有 )== 玉 ,这 是 白 噪声 的 功率 谱 . 所 以 我 们 常 说 的 噪声 是 布 
朗 运 动 噪声 的 一 次 微 商 结果 . 反 过 来 ,褐色 噪声 是 白 噪 声 一 次 积分 的 
结果 . 而 一 般 处 在 白 噪 声 和 褐色 噪声 之 间 的 噪声 , 即 0 和 8<<2, 则 称 
为 1/f 噪声 . 这 三 种 噪声 及 相应 的 功率 谱 见 图 6. 1. 


Ss(f) 
lgf 

(a) 白喉 声 

S$(f) 1/1f 品 点 
时 间 
lgf Nlgf 

人) 1 噪声 

S(f) 褐色 噪声 (或 11f? 噪声 ) 


lgf 


(©) 褐色 了 噪声 
图 6.1 三 种 噪声 及 相应 的 功率 谱 
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同样 ,信号 微分 = 次 后 的 功率 谱 指数 为 8 一 2 ,积分 次 后 的 功 
率 谱 指数 为 8 十 2. 因此 , 若 以 白 噪 声 信号 开始 ,积分 多 少 次 才能 使 
8 由 0 增加 到 号 呢 ? 显然 由 0 十 2n 一 和 ,得 到 一 人, 即 积分 二 次. 

同样 , 若 从 布朗 噪声 6 一 2. 开 始 , 问 要 微 商 多 少 次 才能 使 p 由 2 
减少 到 六 呢 ? 显然 由 2 一 2 一 二 ,得 到 一 车 , 即 积分 全 次 .关于 分 数 
次 导数 和 积分 的 概念 将 在 第 九 章 涉及 一 点 . 


§ 2 ”分数 维 布朗 运动 


分 数 维 布朗 运动 就 是 将 布朗 运动 方差 的 表达 式 (6. 1) 普 遍 化 , 设 
成 
(z(t)) oc #2, (6. 8) 
其 中 叫 标 度 指数 . 当 “一 六 时 就 是 普通 的 布朗 运动 
从 量 纲 考虑 ,zz 是 能 量 的 量 纲 ,而 /SC/) 也 是 能 量 的 量 纲 ,两 
个 量 纲 相等 ,得 到 
f-SD -7 六 im 一 | 二 一 广 "， (6.9) 
由 此 得 到 
B= 2c 十 1. (6. 10) 
因此 ,只 要 0<a<1, 那 么 1<B8<3 有 可 能 成 为 分 数 . 我 们 把 符合 
(6. 8) 式 的 0<a<1 的 运动 称 为 分 数 维 布朗 运动 . 
对 (6. 8) 式 的 分 数 维 布朗 运动 ,我 们 常 将 随机 信号 < 写成 
X(t) cc 大， (6.11) 
应 该 指出 ,这 里 的 标 度 指数 a, 并 不 意味 着 随机 信号 z(z) 是 时 间 : 的 
睾 函 数 ,而 是 指 随机 信号 z(t) 和 随机 信号 < 在 统计 上 没有 区 别 ， 


常 写成 


统计 意义 上 
x(t) 0 (6, 12) 


为 了 验证 (6. 12) 式 ,我 们 把 (6. 12) 式 右 端的 重新 标 度 的 随机 信 
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号 写成 Y()==az(X). 例 如 取 ;一 二, 那么 z| 二 ?就 表示 + 方向 上 介 
长 两 倍 才 相当 于 原 有 信号 =(2) 的 “一 1. 但 是 信号 了 (7 的 振幅 是 
z(X) 的 a 伴 .Y() 信 号 的 平方 位 移 就 正比 于 oz(0” 一 a2Mte 为 了 
保证 和 原 有 信号 (6. 8) 式 同样 的 比例 常数 , 则 要 求 ci 一 1, 即 a 一 


六 "得 证 , 对 布衣 运动 信号 ,一 记 , 则 4 一 一 二 一 V2. 即 表示 要 将 


2 

原来 信号 的 振幅 放大 ~ 2 倍 . 图 6. 2(a),(b),(c),(d) 依 次 是 以 水 平 
尺度 上 2 倍 . 垂 直 幅 度 上 ~ 2 倍 逐一 放大 的 布朗 运动 曲线 . 它们 彼此 
统计 上 没有 区 别 ， 


(0) 


Gd) 
图 6.2 重新 标 度 的 布朗 运动 (阴影 部 分 是 不 同 阶段 的 同样 形状 ) 


下 面 我 们 来 看 这 种 分 数 维 布朗 运动 的 随机 信和 号 的 分 数 维 . 由 于 
它们 处 在 二 维 平面 (t,x(z)) 上 ,因此 一 般 维 数 DD 是 处 在 1 和 2 之 闻 . 


因为 z(t) 和 < 统计 上 是 不 变 的 ,因此 对 区 间 teE [0,1] 上 的 
信号 z(z), 用 尺度 为 的 小 方块 量 出 是 N 个 . 现在 若 用 尺度 为 六 的 
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小 方块 去 量 ,那么 在 区 间 ztE | 0, 二 | 内 ,由 于 尺度 变化 ,zz 在 区 间 
elo, 2 的 和 (当下 6. 2Cb) 到 6. 2(a)), 则 是 z() 在 区 间 

+E [0, 匡 内 的 支 倍 . 因此 ,在 区 间 ze [0, 示 内 ,以 所 尺度 的 小 方志 

共 量 出 2 。 人 人 另 _ 半 区 则 [3 1 本 

小 方块. 所 以 共 量 出 25-*N 个 小 方块. 同 理 ,用 工 一 专 尺 度 的 小 方志 


应 量 出 (2 一 )2N 个 . 一 般 用 尺度 为 六 的 小 方块 应 量 出 (22-“)4V 个 
按照 分 数 维 的 定义 (5.5) 式 ,分 数 维 DD 应 为 

En 一 2 一 ay (6. 13) 
lg 二 

(6. 13) 式 得 到 分 数 维 D 和 标 度 指数 a 的 关系 ,由 于 0 二 a 二 1, 所 以 

1<D<2. 
将 (6. 13) 式 代入 (6. 10) 式 就 得 到 功率 谱 指数 6 和 万 的 关系 : 

B=24++1=2(2~—D)+1=5— 2D. (6. 14) 


D = lim 


是 -Do 


8 3 物理 学 中 的 标 度 不 变性 


上 章 (5. 11) 式 已 经 说 明 , 尺 度 由 > 变 到 入 后 ,物理 量 存在 自 相 
似 性 ,或 者 倍数 关系 ,其 倍数 中 的 量 DD 是 不 变 的 ,这 就 是 尺度 变换 的 
不 变性 , 即 标 度 不 变性 或 标 度 对 称 性 . 
在 物理 学 的 临界 现象 中 ,也 会 有 标 度 不 变性 . 像 (5. 12) 式 一 样 ， 
此 时 相关 长 度 上 可 以 表示 为 
Ecc (7 — TY)™, (6.15) 
其 中 TT 是 临界 温度 . 因此 对 尺度 (7T 一 7.) 作 变换 后 ,é 变 成 如 (5. 11) 
式 的 形式 ， 
EAT 一 To)] = iT — TT.). (6. 16) 
在 油 流 中 ,两 点 相距 为 7 的 速度 差 Av(r) 是 一 个 随机 信号 ,它们 
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的 标 度 指数 a 经 前 苏联 科学 家 Kolmogorov 研究 为 o 一 于 , 即 
(6. 17) 


因而 ,1941 年 Kolmogorov 得 到 二 阶 结构 函数 ((Azo(r))2》 和 功率 谱 
SG) 有 如 下 规律 ， 


Av(r) cr, au 一 


“I 


(Av(r))?) oc ri, 


Se (6. 18) 
标 度 指数 "和 功率 谱 指数 6 一 3 符合 式 (6. 10). 
从 (6. 18) 式 也 得 到 尺度 变换 的 不 变性 : 
(CAv ON) = A AVY) ), 
(6. 19) 


SWR) 一 13 .SCh). 
其 中 “人 ”和 “一 二 ”是 不 变量 . 


在 (5.10) 式 中 ,我 们 提 到 万 有 引力 f(r)oc 坪 ,质量 为 的 物体 
车 受到 万 有 引力 的 作用 ,那么 牛顿 第 二 定律 就 可 以 表示 为 
m dr GM m _9v 
dt? r or’ 
其 中 ,M 可 以 代表 物体 m 所 在 的 月 球 或 地 球 的 质量 ,G 是 引力 常数 ， 
V 是 势能 . 
从 (6. 20) 式 看 出 ,物体 m 在 月 球 上 和 地 球 上 所 受到 的 重力 加 束 
度 cs 和 a 都 是 各 的 函数 ,我 们 若 将 部 看 做 是 一 种 尺度 /二 党, 问 质 
量 m 的 物体 在 月 球 上 所 受 的 重力 加 速度 和 在 地 球 上 所 受 的 重力 加 
速度 之 比 为 多 少 ? 
由 于 月 球 质量 是 地 球 质量 的 二 ,月球 半径 是 地 球 的 5 7, 故 两 种 


ln__ U8l vl a 
尺度 之 比 4= 下 一 可 外 条; 人 ~ 训 ,因而 重力 加 速度 之 比 为 守 必 襄 , 这 


(6. 20) 


a 


== 十 
a 二 6 (6. 21) 
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这 不 是 与 (6. 16) 式 及 (6. 19) 式 相 类 似 的 标 度 不 变性 吗 ?! 
若 要 问 逃 锡 月 球 和 地 球 的 宇宙 速度 之 比 是 多 少 , 将 (6. 20) 式 改 
为 


mv =—V= (6. 22) 


我 们 将 兰 看 作 尺度 那么 逃逸 月 球 的 速度 ve 和 逃逸 地 球 的 速度 v。 


之 比 就 为 
vm / 1/81 1 
ve 1/3.7 4.7” 
因而 
1 _ ll 
vz -= 工 iv(0). (6. 23) 


再 以 布朗 运动 为 例 . 我 们 已 经 知道 它 的 随机 位 移 的 标 度 指数 
“= 二 , 它 的 标 度 不 变 的 自 相 似 关系 是 (6. 12) 式 . 从 物理 学 上 知道 布 
朗 运动 粒子 位 置 =() 的 概率 分 布 是 正 态 分 布 , 即 


__ 1 .总 
[xz 一 了/ 吉 e 4 (6. 24) 
其 中 x 和 :可 以 看 作 是 尺度 ,我 们 作 如 下 的 尺度 变换 : 
zx> Nx,，t>X， (6. 25) 


代入 (6. 24) 式 得 到 
pz XN) = A tplr,t), (6. 26) 
容易 证 明 在 变换 (6. 25) 式 下 的 总 概率 不 变 , 即 
| plzst)dz = | plz XdaAiz) =1. (6.27) 


这 再 一 次 说 明 (6. 12) 式 两 边 相 等 的 含义 ,以 及 标 度 指数 a 的 意义 . 
在 物理 学 中 的 临界 相 变 中 也 会 出 现 如 (6. 26) 式 的 两 种 尺度 变换 
的 不 变性 . 例如 铁 磁 相 变 , 若 /表示 自由 能 , 它 是 量 纲 一 温度 上 和 量 
纲 一 磁场 h 的 函数 f(z,h). 若 对 +t 和 hh 作 如 下 变换 : 
i > Mt, hh Ah, 
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f Ast ,Ah) 一 Af (th), (6. 28) 
(6. 28) 式 就 是 这 两 种 尺度 变换 的 不 变性 在 相 变 中 的 表现 . 它 也 称 为 
重 整 化 群 方 程 . 容易 求 得 它 的 解 为 
h 


1 ft 1 
f(t,h) = 避 m| 吉 | 或 者 ft,h) = op 全 ，(6. 29) 
it 


其 中 F,,F, 是 变量 的 任意 函数 . 
由 于 物理 学 中 自 旋 磁化 强度 w 是 对 的 微 商 , 即 mec| 中] ， 


故 由 (6. 28) 式 得 到 
Xm Mt, Nh) = Nmlt,h), 


或 m 的 自 相似 关系 为 
m(Xt, Nh) = Namlt,h). (6. 30) 
若 设 
m(t,0) cc #8, m(0,h) oc 1， (6. 31) 
容易 从 (6. 30) 式 得 到 
8= 1 一 9，3= 一 2 一 (6. 32) 


p 1 一 人 
同样 ,由 (6. 28) 式 的 f 求 得 


磁化 率 : 
Om t 7 t>0,， 
( 逆 ] .~ 人 zi<<0， 外 0) 
比热容 : 
of t", t>0, 
En (2 ti<<0 =0) 
类 似 求 得 
7=7 = 各 < 一 “一 此 二 (6. 33) 


由 此 导 得 标 度 指数 间 的 关系 为 
a 二 +28 十 7=2, 7Y= BC 1). (6. 34) 
(6. 34) 式 是 二 阶 相 变 中 普 适 的 关系 . 
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3$4 Navier-Stokes 方程 的 标 度 不 变性 


热传导 方程 (一 维 ) 
2 
人 -x (6. 35) 
和 黏 性 流体 的 Navier-Stokes 方程 
+o ,Yo 一 Jp+vaw (6. 36) 


是 连续 介质 力学 中 很 重要 的 方程 . 其 中 ,了 是 介质 的 温度 ,< 是 热 传 
导 系 数 ,v 是 速度 向 量 ,p 是 密度 , 训 是 压力 ,是 黏 性 系数 ， 
我 们 对 (6. 35) 式 作 尺 度 变 换 ( 请 注意 (6. 25) 式 )， 
=r TT 一 人- 订 ， (6. 37) 
显然 方程 形式 不 变 , 即 x' ,tz' ,7T' 满 足 同样 的 方程 (6. 35). 由 (6. 37) 式 
得 到 
TOiz,NA) = A IT (Ct). (6. 38) 
(6. 38) 式 说 明 , 作 时 间 - 空 间 的 尺度 变换 后 ,温度 随时 空 尺度 而 变化 ， 
但 存在 标 度 不 变性 . 请 注意 它 和 (6. 26) 式 相同 . 
现在 对 (6. 36) 式 作 如 下 尺度 变换 ， 
太一 Mr 一 NU 一 No 
(2#) = 好 [去 | ， JU 一 Xtly, (6. 39) 
其 中 二 代表 包括 z,y,z 的 空间 尺度 . 则 方程 (6. 36) 的 形式 仍 不 变 . 
由 (6. 39) 式 导 得 时 空 尺度 变换 的 自 相 似 关 系 


DOAzyA ct) 一 New(CzZyt)， (6. 40) 
由 于 湾流 能 量 耗 散 率 e( 即 单位 时 间 所 耗 散 的 满 流 动能 ) 有 
E CC 本 ， (6. 41) 


所 以 由 (6. 39) 式 ,意味 着 对 。 作 了 如 下 的 尺度 变换 ， 


A 
el! oc = X31ie, (6. 42) 
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(6. 42) 式 意味 着 当 一 于 时 ,e 本 身 是 不 变 的 . 这 就 是 1941 年 
Kolmogorov 的 结果 (6. 17) 式 . 


3$5 长 尾巴 Levy 分 布 和 长 程 相关 


在 物理 学 中 通常 遇 到 长 尾巴 分 布 ,就 是 说 随机 变量 x 的 数值 很 
大 时 仍然 有 一 定 的 概率 . 如 北京 的 年 降水 总 量 为 500 一 600mm ,但 某 
一 天 有 50 一 100 mm 的 降水 也 有 很 大 可 能 . 这 就 造成 了 扩散 方差 并 
不 像 (6.1) 式 那样 慢 ,而 实际 上 扩散 得 很 快 . 

对 Kolmogorov 湛 流 ,由 (6.17) 式 


Av cc e3 3, (6. 43) 
且 时 间 z 用 量 纲 分 析 得 
foc e 3 .13, (6. 44) 
所 以 扩散 方差 
(r?) oc £5, (6. 45) 
这 就 比 (6. 1) 式 的 布朗 运动 要 扩散 得 快 很 多 ,在 物理 学 中 称 为 异常 扩 
散 , 请 参看 第 九 章 . 
这 种 异常 扩散 的 长 尾巴 概率 分 布 称 为 Levy 分 布 ， 
pP(z) coc cz 一 1 (|z| 较 大 )， (6. 46) 


其 中 < 称 为 尾 参 数 ,0 委 o 魏 2， 
Levy 分 布 也 称 为 a 稳定 分 布 . 特别 当 a=1 时 ， 


i FE (~ ,00), (6. 47) 


叫 柯 西 分 布 .a=2 时 是 正 态 分 布 (6. 24) 式 . = 过 时 的 概率 分 布 为 


2 @ /2 
p(T) = /EF DT ZE(0, 十 00). (6. 48) 


图 6. 3 是 在 双 对 数 坐标 上 “一 2( 正 态 分 布 ) ,一 1( 柯 西 分 布 ) 和 “一 
二 时 的 概率 . 从 图 中 看 出 ,a 天 2 时 z>>10 后 仍 有 相当 大 的 概率 . 


p(X) = 
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ee 


1 0 0 iio 
图 6.3 双 对 数 坐 标 下 的 不 同 a 时 的 概率 密度 
由 于 Levy 分 布 是 寡 函 数 , 因 此 对 (6. 46) 式 作 尺度 变换 . 


zx! > etx, (6. 49) 
则 得 到 自 相 似 关 系 : 
pczrz) = csp(z), (6. 50) 
或 者 
plz)dz = plzx')dxr'. (6. 51) 


Levy 分 布 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 方差 (zx?) 常 常 是 发 散 的 . 

为 了 说 明 状 态 分 布 和 Levy 分 布 的 区 别 ,我 们 举 两 个 直观 的 例 
子 . 车间 某 个 人 的 身高 是 你 的 身高 两 倍 的 概率 是 多 少 ?因为 身高 是 典 
型 的 状态 分 布 , 因 而 主要 的 概率 集中 在 平均 身高 附近 ,显然 两 倍 身高 
的 概率 基本 上 是 零 . 但 是 , 若 要 问 某 个 人 的 健康 是 你 身体 健康 的 两 倍 
的 概率 是 多 少 ?显然 可 能 有 两 倍 \ 十 倍 ,其 至 于 为 几 百倍 ,因此 概率 还 
是 有 非 零 的 . | 

由 于 Levy 分 布 描述 了 大 的 涨 落 的 概率 ,大 的 涨 落 必 然 带 来 较 
长 时 间 的 记忆 ,因而 长 程 相关 和 Levy 分 布 一 样 ,长 程 相关 必然 引起 
扩散 的 加 强 ,因为 位 移 xz(z) 和 速度 v(z) 的 关系 可 以 写成 


X(t) 一 [zeode ， 
0 


@ pdf, 即 概率 密度 函数 . 
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因而 距离 方差 
dlx? > dz | Ns ’ Lad 7 
df = (2z 站 ) = 《2zz' 一 ?| oo (tdt'. (6.52) 
令 z 一 := 二 r, 则 (6. 52) 式 成 为 
de ) -- = 2 Rd(r)dr， (6. 53) 
其 中 RD 一 至 人 ge 是 相关 范 数 . 
车 长 程 相 关 的 相关 函数 为 
R(r) Crs, BpE (0,1), (6. 54) 
由 (6. 53) 式 就 得 到 
(zx?) cc 1278, (6. 55) 


和 (6. 1) 式 比较 ,扩散 显然 加 大 了 . 
§ 6 ”Haar 标 度 函 数 和 建筑 块 


到 现在 为 止 , 这 两 章 我 们 已 经 看 到 尺度 的 重要 性 . 在 §$ 2 中 我 们 
看 到 ,对 随机 变量 xz(z) 和 zx(2z) ,后 者 尺度 是 前 者 尺度 的 一 半 . 
现在 我 们 介绍 Haar 标 度 函数 
1，zE[0,1]]， 


(6. 56) 
0， 上 坪 [0,1j，, 


PC) = 
它 的 图 像 如 图 6. 4. 


0 1 了 
图 6.4 Haar 标 度 函数 
从 图 6.4 看 出 , 它 是 一 个 方 波 , 和 正 ( 余 ) 弦 波 不 同 ,这 个 标 度 函 


数 是 局 部 的 ,而 正 ( 余 ) 弦 波 是 铺 开 到 整个 上 轴 ， 
我 们 来 看 函数 w(2t) 的 图 像 . 由 (6. 56) 式 ，0 委 上 委 1 ,因而 mw21) 函 
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数 定义 在 区 间 tz€ | 0, 寺 ] ,所 以 说 函数 w(2?7 的 尺度 是 函数 pkt) 尺 度 
的 一 半 ， 

再 来 看 函数 pg(2: 一 1). 因为 0 委 2: 一 1 委 1, 即 函数 8(2: 一 1) 定 义 
在 区 间 zE | 二 ,1 , 它 的 尺度 仍 是 函数 gz) 的 一 半 ,是 PC257 图 像 向 
右 位 移 半 个 单位 的 结果 . 因此 我 们 得 到 一 个 简单 关系 : 

(1) = (22) + 2 — 1), (6. 57) 
(6. 57) 式 将 两 种 不 同 尺度 的 函数 联系 在 一 起 ,所 以 称 为 两 尺度 关系 . 

类 似 地 ,函数 gC2%) 的 尺度 是 函数 gCz) 尺 度 的 去 . 函数 pC(2"t 一 
1D ,92% 一 2),…,92"t 一 分 别 代表 将 函数 g(2") 向 右 依次 移动 站 ， 
之 ,外 个 单位 

我 们 设想 一 个 混沌 时 间 序 列 f(z) ,共有 2" 个 数据 ae(& 一 0,1,2， 


…,2" 一 1). 它们 分 别处 在 2" 个 等 距离 的 间隔 上 , 根据 f(z) 的 性 质 ， 
那么 该 时 间 序 列 就 可 以 写成 


f0) = Tare 上 — &k), (6. 58) 


所 以 函数 gC2" 一 k) 就 好 像 是 一 个 杂 乱 无 章 信 号 的 建筑 块 ， 


将 一 维 函数 g(z) 推 广 到 二 维 : 
1， 0 委 Z 委 1,0 委 yy 委 ]1， 
Hz,y) 一 | 其 他 (6. 59) 
它 好 像 是 一 个 方 的 积木 块 ， 


同样 ,我 们 定义 其 尺度 是 xz,y) 一 半 的 长 的 积木 块 : 


1 1 . 
1，0 委 工 筷 过 ,0 委 ? 了 委 
rar =| 2 YT 2’ C6.60a) 
0， 其 他 ， 
1 
工 ， 0 过 二 1, 一 过 二 1， 
P27,2Y — 2) -| 2 > (6. 60b) 
0， 其 他 ， 
1 1 
1， 二 过 7X< 之 1,0 志 y 达 二 ， 
worl 2 “ 2 (6. 60c) 
0， 其 他 ， 
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1， 福 委 z<<1, 卫 委 ?<<1， 


0， 其 他 ， 


(6. 60d) 
它们 构成 了 一 个 二 维 信号 f(x,y) 的 基本 建筑 块 ,通过 p(z,y) 的 尺 
度 缩小 和 平移 , 像 (6. 58) 式 一 样 ,信号 f(z,y) 就 是 由 这 些 积木 块 赤 
起 来 的 ,二 维基 本 建筑 块 如 图 6. 5. 


Db 当 
他 二 


习 题 


1. 给 定 一 个 布朗 随机 序列 ,选取 不 同 的 尺度 放大 或 缩小 , 按 
(6. 12) 式 统计 两 端的 概率 密度 . 

2. 请 举 出 你 所 知道 的 多 尺度 系统 的 序列 , 求 出 其 维 数 DD、 标 度 
指数 a 功率 谱 指 数 8, 并 按 (6. 12) 式 统计 两 端的 概率 密度 . 

3. 求 出 自 相似 方程 (6. 40) 的 解 . 

4. 从 物理 学 上 分 析 长 尾巴 分 布 引起 加 强 扩散 以 及 长 程 相 关 ( 请 
参看 第 九 章 ). 
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混沌 和 分 形 最 基本 的 特征 是 多 尺度 ,混沌 通过 伸 长 和 折 登 而 形 
成 多 尺度 ,分 形 正 是 无 特征 尺度 系统 的 现象 . 由 于 多 尺度 , 它 必然 由 
大 大 小 小 不 同 尺度 建筑 成 美丽 的 结构 . 第 六 章 我 们 已 经 介绍 了 一 种 
长 方形 砖 块 (Haar 标 度 函数 ) 作 为 建筑 块 , 这 一 章 我 们 还 要 介绍 螺旋 
结构 .树枝 状 结构 等 自然 界 许多 现象 的 建筑 块 . 细胞 核 是 螺旋 缠绕 的 
结构 ,携带 基因 的 核酸 或 DNA 是 一 种 双 螺 旋 结构 ,台风 是 一 个 螺旋 
结构 ,许多 树木 叶子 的 生长 次 序 也 是 螺旋 结构 . 本 章 我 们 介绍 这 些 结 
构 是 如 何 生 成 的 ,以 及 它 与 混沌 和 分 形 的 关系 . 
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第 五 章 我 们 已 经 看 到 迭代 函数 系统 (5. 13) 式 和 康 托 尔 集合 相对 
应 ,下 面 我 们 研究 更 为 一 般 的 迭代 函数 ， 
人 一 QZ 十 by 十 e， 
多 一 cz 十 dy 十 了 
在 (7.1) 式 中 ,车 e=/=0,a=dL=cosa,0 王 一 < 一 一 sina, 则 (7. 1) 式 
可 写 为 


(7. 1) 


zx’ cosa — sinal {zx 
阿 sinae cosa "| ” (07.2) 
此 时 (7.2) 式 代表 一 个 旋转 变换 , 它 将 Oxy 坐标 系 中 的 点 旋转 一 个 
角度 a. 
车 e=f=0,6==c 二 0,a 一 4d, 则 (7.1) 式 化 简 为 
Xx' = GZ， 
| ， (7. 3) 
2 一 Cy， 


(7. 3) 式 将 一 个 线段 OP 变 成 线段 OP' , 若 |aj<1, 则 (7. 3) 式 代表 收 
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车 e=f=0,6=c= 二 0,a= 二 一 d, 则 (7.1) 式 化 简 为 


ZX: 一 CT， 


, (7.4) 


JJ 一 ”0y， 

此 变换 将 平面 (z,y) 上 一 点 通过 * 轴 镜 面 反射 到 另 一 边 ,然后 再 收 
缩 Cla|<1). 

(7.1) 式 中 的 e 和 /六 ,表示 Oxy 坐标 系 中 的 原点 (0,0) 被 平移 到 
(e，, 亡 .所 以 (7. 1) 式 代表 旋转 加 上 尺度 变换 . 

正 像 (5. 13) 式 一 样 ,对 于 给 定 一 个 初始 图 像 4, 通 过 N 个 和 迭代 
函数 系统 wyzz, ,wn, 将 4 变换 成 许多 小 的 拷贝 ,那么 这 些 变换 
的 和 集 


页 (4) = wi A) U wi CA) U 1% U wn A) (7. 5) 
就 产生 了 新 的 结构 ,W 称 为 Hutchinso 算 子 . 
例如 ， 
1 
i 
wl 二 1 y » 
0 了 
1 
2 Cliz 二 
2 1 | |+ |， 
工 | 3 
0 了 0 
1 
2 Cliz 0 
ws 二 | 十 1 | (7. 6) 
工 | 3 方 
0 2 2 


它 将 直角 边 长 为 1 的 直角 三 角形 变换 成 直角 边 长 为 去 的 三 个 小 直角 
三 角形 . 虽然 每 个 变换 的 收缩 因子 是 方 , 每 个 变换 将 三 角形 的 面积 缩 


小 广 , 最 后 的 W 的 吸引 子 就 是 Sierpinski 海绵 结构 , 见 图 7. 1. 


应 当 指 出 ，(7. 1) 式 右 端 的 系数 行列 式 
a 6b 
cd 


一 ad 一 pc (7.7) 
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图 7.1 Sierpinski 海绵 结构 


代表 面积 的 收缩 比 . 
因为 (7.1) 式 的 系数 矩阵 总 可 以 写成 如 下 形式 : 


rcos0O! — rzsinO, 
. (7. 8) 
risinO rcOs0, 
其 中 (ri 0) 是 点 (ayc) 的 极 坐 标 , 即 
r=~Ma’ 二 +c, 0 = arccos 一 一， 
QC2 十 c2 
同 理 ,(， ,0,) 是 点 (65,d) 的 极 坐 标 , 即 
b 
rs = VB 二 di, 0, = arccos J 二 
下 表 给 出 了 (7. 8) 式 的 W192 93 UWS4 的 risr2»01,02 和 esf. 


图 7.2 是 (7.8) 式 所 产生 的 蕨 类 植物 的 叶子 结构 . 
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图 7.2 〈7.8) 式 产生 的 茧 类 植物 叶子 
图 5. 3 是 一 个 大 涡 旋 分 成 三 个 小 涡 旋 的 串 级 过 程 ,也 可 以 由 如 


下 三 个 迭代 函数 系 的 和 集 完成 : 
下 


次 , 要 
一 ] » 
| 
, 和 
和 0 1 
2 人 一 
Pe 1 [+ i 
有 
0 2 0 
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1 


一 0 0 
2 工 
0 了 > 2 


若 初始 图 像 4。 是 一 个 单位 正方 形 , 则 
Ww Uw Uw, A = W(A), n= 0,1,2,. 
(7. 10) 
的 吸引 子 就 是 图 5. 3. 
正如 不 均匀 的 康 托 尔 集合 (图 5. 6) 一 样 ,为 了 反映 质量 分 布 的 
不 均匀 性 ,有 时 在 每 个 迭代 函数 系统 w;(i 二 1,2,… ,入 ), 加 带 一 个 概 


N 
率 pi(i=1,2,…,N), 且 p=1. 
对 (7. 6) 式 所 示 的 系统 ,变换 后 的 小 三 角形 的 面积 显然 为 原来 三 
角形 面积 的 二 ,所 以 它们 分 别 和 三 个 小 三 角形 的 总 面积 之 比 为 


1 
4 


1 
3X7 


这 里 六 一 力 一 加 ,也 可 以 形成 轧 : 天 加 天 轧 3 的 非 均匀 的 Sierpinski 海 
绵 . 


户 一 一 部 (z= 1,2,3), (7.11) 


例如 ,由 下 表 所 示 的 形 如 (7.10) 式 的 四 个 类 代 函数 系统 , 则 长 出 
了 一 个 如 图 7. 3 的 分 形 树 . 


由 此 可 见 , 由 和 迭代 函数 系统 的 和 集 产 生 了 许多 复杂 美丽 的 结构 ， 
显然 这 种 结构 是 多 尺度 的 ,并 且 具 有 标 度 不 变性 . 
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SSSSSSSSSSSSSSS 
RS 


O 
图 7.3 由 迭代 函数 系统 (7.10) 式 n=4 时 长 出 的 分 形 树 


》2 螺旋 结构 


螺旋 结构 在 自然 界 是 普遍 存在 的 . 从 第 三 章 我 们 可 以 看 出 ,平面 
上 焦点 的 出 现 主要 是 由 于 有 黏 性 力 . 单 摆 在 无 阻尼 时 的 轨道 是 一 个 
圆 ,而 有 阻尼 时 的 轨道 则 是 一 个 螺旋 . 

平面 上 最 常见 的 螺旋 是 阿 基 米 德 螺 旋 和 对 数 螺旋 (或 增长 螺 
旋 ). 若 取 极 坐标 (~,9), 则 阿 基 米 德 螺旋 表示 为 


r= a0; (75 2 
对 数 螺旋 表示 为 

r=e”=YWV, YV=e,. (7, 13» 
这 两 种 螺旋 有 什么 差别 呢 ? 图 7. 4 绘制 了 螺旋 轨道 上 的 三 个 连续 的 

Ps Bs; 

已 
VY 
0 


图 7.4 螺旋 轨道 上 的 三 个 连续 点 Pi,Ps 和 Ps 


33 与 Fibonacci 数 有 关 的 自然 结构 105 


点 Pi,Ps 和 P,, OP, 和 OP, 之 闻 的 夹 角 等 于 OP, 和 OP, 之 间 的 夹 角 . 
对 阿 基 米 德 螺 旋 ,由 (7. 12) 式 得 


rs 一 门 一 0a(2 一 四 ) 一 aa 一 73 一 7 


= a(b, — 68,)， (7, 14) 
因此 
六 = 2， (7.15) 


(7.15) 式 说 明 rs 是 ri 和 vs 的 算术 平均 . 
对 于 对 数 螺旋 ,由 (7. 13) 式 得 


lnrs 一 lnr; = lnrs 一 Inr， 


即 in 至 =ln 守 ， 
六 2 nl 


或 者 中 一 到， 即 72 Vri°*rs, (7.16) 
上 式 说 明 ,zs 是 7 和 vs 的 几何 平均 .在 图 7.4 中 ,由 于 SB 一 各 ,所 
以 ,AOP,P, 和 人 OPsP; 是 相似 的 . 
从 尺度 上 考虑 ,(7.12) 和 (7. 13) 式 分 别 满足 
r(10) 一 ai0) = Ma0 = 0), (7.17) 
rT) = AV)’ = XV = Xr(Y), (7. 18) 
因此 , 若 将 5 和 更 看 做 尺度 ,它们 可 以 变化 好 多 数量 级 ,那么 阿 基 米 
德 螺 旋 和 对 数 螺旋 都 符合 标 度 对 称 性 . 


§ 3 与 Fibonacci 数 有 关 的 自然 结构 


前 面 我 们 已 经 知道 由 映射 
Fz = Frnt Fh (Fo= Fi= 1) (7. 19) 
所 产生 的 数列 1,1,2,3,5,8,13,21,…, 就 是 Fibonacci 数 . 自然 界 的 
许多 结构 和 Fibonacci 数 有 关 , 特 别 和 上 一 节 提 到 的 螺旋 结构 有 关 ， 
例如 ,依次 由 Fibonacci 数 作 边 长 构成 矩形 (如 图 7. 5) ,并 在 和 矩 


形 上 作 工 加 弧 连 接 ,所 得 到 的 曲线 就 是 螺旋 线 . 
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图 7.5 由 Fibonacci 扼 形 圆 绝 构 成 的 螺旋 线 


另外 , 相 邻 两 个 Fibonacci 数 之 比 的 极限 称 为 黄金 分 割 数 , 它 是 
一 个 有 意义 的 数 . 将 (7. 19) 式 两 边 同 除 以 F,+1, 并 取 


lim FF 一 生 ， (7. 20) 
则 得 到 
1 
巴 一 1 十 $B (7. 21) 
或 
0—B—1=0, (7. 22) 


(7.22) 式 的 其 中 一 个 根 一 圭一 1. 618, 这 就 是 黄金 分 负数 
图 7. 5 中 最 初 有 一 个 长 和 宽 分 别 为 1 和 亩 二 0. 618 的 矩形 作为 


种 子 ,然后 有 一 系列 长 宽 比 均 为 更 的 矩形 , 即 
p_i+$_1+t28_ 2+39 
~ 1+® 1+28 


-3 十 5 - .… 
= (7. 23) 


那么 由 连续 矩形 对 角 线 项 点 构成 的 螺旋 就 是 对 数 螺旋 . 
注意 图 中 的 O 点 是 极 坐标 的 原点 ,从 图 中 看 出 ,角度 旋转 -2 , 则 
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向 径 就 增加 @. 所 以 由 (7. 13) 式 有 


nT a 
wn 


2 


r 


即 


co 一 6， 或 a= 2 -321618 0.3064. (7.24) 


图 7. 6 是 树叶 生长 的 螺旋 结构 ,从 图 中 看 出 ,树叶 生长 的 次 序 
(序号 在 图 中 标 出 ) 是 逆 时 针 旋转 ,每 次 旋转 角度 为 
0. 618 X 2r 一 222. 49° C7 25) 
就 作出 一 个 新 叶 , 树 叶 的 尖 尖 形成 螺旋 向 内 的 螺旋 结构 . 


图 7.6 树叶 生长 的 螺旋 结构 


$34 双 螺 旋 


大 家 知道 ,DNA 呈 双 螺旋 结构 ,两 条 核酸 链 缠绕 在 一 个 共同 的 
轴 上 ,但 两 条 链 的 原子 顺序 的 走向 相反 . 若 每 条 链 代 表 DNA 的 闭合 
环 状 分 子 时 , 则 形成 闭合 环 状 DNA 模型 .如 图 7. 7. 这 两 条 链 是 连环 
的 , 即 如 果 不 断 开 任 何 一 链 , 它 们 不 会 分 开 . 

为 了 描述 这 两 条 闭合 键 相 互 缠绕 而 “ 穿 过 ”的 次 数 ,我 们 引入 一 
个 数 Li, 称 为 缠绕 数 . 为 了 计算 Lx ,我们 把 每 条 闭 线 与 男 一 条 闭 线 相 
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图 7.7 双 螺 旋 闭 合 环 状 DNA 模型 


互 交叉 的 部 分 投影 到 一 个 平面 上 ,如 果 顶 部 线段 需要 顺 时 针 旋 转 才 
能 与 底部 线段 相合 ,那么 这 一 交叉 点 就 标 为 十 1; 如 果 需 要 逆 时 针 旋 
转 , 则 标 以 一 1. 见 图 7. 8. 


2 
Se 


图 7.8 两 个 线 相互 交叉 点 的 符号 规则 
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然后 把 这 些 十 1 或 一 1 的 数 统统 加 起 来 ,再 除 以 2( 闭 合 曲线 的 
数目 ) ,就 得 到 这 两 个 闭环 的 缠绕 数 Lx. 图 7. 9(a),(b),(c) 分 别 是 Lx 
二 0,1 和 2 的 两 个 闭环 的 缠绕 方式 . 


-A 


(a) 不 连环 =0 0) 连环 -次 到 =+] (0) 连环 两 次 及 =+2 
图 7.9 不 同 连 环 的 缠绕 数 产 


刚才 我 们 分 析 了 两 个 键 相 互 连 环 的 情况 ,现在 分 析 由 两 条 键 组 
成 的 组 带 的 盘 绕 方式 , 即 缕 带 是 如 何 扭转 的 . 我 们 定义 一 个 总 盘 绕 数 
T,,; 顺 时 针 盘 绕 360° 的 值 为 十 1, 逆 时 针 盘 绕 360" 的 值 为 一 1. 为 了 理 
解 T。 这 个 数值 ,用 一 些 垂 直 于 缕 带 轴 的 小 箭头 放 在 组 带 上 并 指向 
一 条 边 键 . 当 小 箭头 沿 盘 绕 的 缕 带 移动 时 ,它们 就 绕 轴 旋转 ;对 给 带 
轴 被 限制 在 一 个 平面 内 的 特殊 情况 ,Tv。 就 是 箭头 沿 缓 带 移动 时 绕 办 
转动 的 次 数 . 图 7. 10 中 可 以 看 到 Ts=0 和 工 ,= 十 1 两 种 情况 . 

给 定 缠绕 数 Lx 和 盘 绕 数 T。 后 ,1968 年 White 证 明 维 带 的 缠绕 
数 (也 称 连环 数 ) 与 总 盘 绕 数 Tv。 之 差 , 是 由 维 带 轴 曲 线 规定 的 一 个 
量 多 ., 它 称 为 扭曲 数 , 即 

W, = Lx — T,. 

图 7.11 显示 了 两 条 织带 的 三 个 数 之 间 的 关系 . 

在 三 维 空间 (zx,y,z) 中 ,螺旋 线 (helix) 的 最 基本 的 速度 场 是 


Zz 二 一 y， 
?一 (7. 26) 


2 一 
将 (7. 26) 式 中 第 一 式 乘 以 2z, 第 二 式 乘 以 2y, 再 将 两 式 相 加 得 到 
d+ 0 即 x 十 y= 二 a?， (7. 27) 
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L=+2,T,~0, W.~=+2 


图 7.11 两 条 组 带 的 三 个 数 Wi ,Lx,T， 
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上 式 在 三 维 空间 中 代表 柱 面 . 
从 (7.26) 式 的 第 一 和 第 二 式 中 消去 > 得 


ZX 十 工 二 0， (7. 28) 
因此 ,z,y,z 的 解 为 
r= asint, 
et (7. 29) 
z=bt. 


将 (7. 29) 式 中 前 两 式 相 除 ,并 利用 第 三 式 得 


之 = tant = tan 之 
y 6b? 
这 就 是 空间 螺旋 线 的 基本 方程 , 它 可 以 看 成 是 柱 面 ((7. 27? 式 ) 和 螺 
旋 面 ((7. 29) 式 ) 的 交 线 . 


《7. 30) 


$5 反应 扩散 系统 中 的 各 种 斑 图 


斑马 身上 有 斑纹 ,猎豹 身上 有 斑点 . 动物 身上 为 什么 会 有 各 种 各 
样 的 斑 图 ? 这 个 问题 虽然 复杂 ,但 是 科学 家 们 认为 ,在 生物 胚胎 发 育 
过 程 中 ,原来 比较 均匀 的 黑 素 (皮肤 细胞 中 含有 一 种 由 黑色 素 细胞 产 
生 的 有 色 分 子 ) 与 其 他 反应 物 发 生生 物化 学 反应 ,同时 在 体内 扩散 ， 
在 一 定 条 件 下 ,会 在 空间 自发 地 组 织 成 像 斑 纹 、 斑 点 等 类 型 的 周期 性 
非 均匀 的 黑 素 结构 . 从 分 岔 的 观点 看 ,这 种 均匀 结构 转变 成 非 均匀 结 
构 就 是 形态 的 分 岔 , 常 称 为 图 灵 (Turing) 分 岔 . 我 们 以 Brusselator 
模型 为 例 , 两 种 反应 物 的 浓度 vv 随时 间 的 变化 满足 下 列 反 应 扩散 
方程 : 

Ee 一 oo) + D, 2， 
(7. 31) 


Ed 2 
En = g(u,v) 十 DD。 Bar?’ 


其 中 ft,v)=a 十 wiv 一 (1 十 Bus,g (u,v) 二 Bu 一 wv 代表 非 线性 反 
应 项 . (7. 31) 两 式 右 端 第 二 项 代表 扩散 项 ,D, 和 D, 分 别 为 扩散 系 
数 , 与 第 三 章 讨论 的 不 同 之 处 在 于 ,此 处 的 状态 变量 u,v 既 随时 间 又 
随 空间 变化 . 
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着 令 (7, 31) 式 的 右 端 为 零 ,这 代表 定常 状态 ;车 又 设 定 人 一 0 
和 名 一 0, 这 就 表示 均匀 状态 . 因而 ,定常 且 均 匀 状 态 满足 的 方程 为 


flu,v) 一 0， 
(7. 32) 
g(u,v) = 0. 
对 (7. 31) 式 很 容易 得 到 定常 均匀 态 
Uu* 二 a，v* 二 £. (7. 33) 


为 了 讨论 分 伟 , 我 们 就 要 讨论 定常 均匀 态 (u" ,v' ) 的 稳定 性 . 与 第 三 
章 讨论 类 似 , 设 

uu 二 wu" 十 G4，v= 二 v" 十 6v， (7. 34) 
其 中 gx 和 5w 为 小 扰动 . 将 (7. 34) 式 代入 (7. 31) 式 并 作 线 性 化 近似 
得 


O28 — +P] dt .do + D, oA, 
au = (Bp— 28) .8 — 28+ D, SY. 
(7. 35) 
与 第 三 章 类 似 , 设 
du = (du): + e* ti, 
dv = (bv) ec 和 好， (7. 36) 
将 (7. 36) 式 代入 (7. 35) 式 ,得 特征 值 4 满足 方程 
好 十 办 二 一 0， (7. 37) 


其 中 ， 

p= (e+1)—B+(D,+tD,).k, 

q = PB— (B—1— ED.) (a + kD,). (7. 38) 
因此 ,车 所 有 特征 值 的 实 部 Re 4 二 0, 则 有 5 一 0 和 5 一 0, 定 常 均匀 
态 (u' ,v*) 是 稳定 的 . 只 要 有 一 个 Re 0, 则 和 定常 均匀 态 (x ,v* ) 就 
不 稳定 ,会 发 生 分 岔 . 

因为 我 们 讨论 的 不 是 分 岔 出 时 间 振 划 的 状态 (此 时 4 有 虚 部 )， 
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而 是 讨论 分 岔 出 一 个 新 的 定常 状态 , 即 4 为 实 根 , 且 至 少 有 一 个 实 根 
为 正 . 

从 (7. 37) 式 看 出 ,这 有 两 种 可 能 : 当 g 过 0, 此 时 4 为 一 正 一 负 ， 
(xu ) 为 鞍点 ; 当 pp 二 0, 且 z2<49(>0), 此 时 41 为 两 正 实 根 ， 
(zx ,oo ) 为 不 稳定 结 点 ( 见 图 3. 2) ,这 里 不 同 的 只 是 + 和 名 有关. 

从 (7. 38) 式 看 出 , 当 6<1 时 ,p 之 0,g 之 0, 此 时 ,定常 均匀 态 
(u,v) 是 稳定 的 . 要 发 生 稳 定性 变化 (由 稳定 变 成 不 稳定 ) ,必须 由 
gq 之 0 时 4 为 负 实 数 ,转变 为 p 二 0 时 4 为 一 正 一 负 , 即 由 图 3. 2 的 第 
一 象限 穿 过 gq 二 0 到 第 四 象限 . 

所 以 ,由 (7. 38) 式 , 令 其 为 零 , 即 


gqg(B,k) 一 0， (7. 39) 
所 确定 的 曲线 见 图 7. 12. 
B 
不 稳定 区 
Bi 
[2 4 


图 7.12 方程 (7. 39) 图 灵 不 稳定 的 临界 曲线 


将 (7. 39) 式 对 已 微 商 , 并 令 其 等 于 零 , 即 
ag(8, 人 | 
3( 尼 ) ’ 
得 到 g(B8,&) 二 0 的 最 小 值 ,相应 的 如 为 
_ (8— DD,— aeD, 


2D.D. (7. 40) 


k? 
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再 用 (7. 39) 式 求 到 的 
(8 — DD, — oD, = 二 二 + 和 RD.D， 


代入 到 (7. 40) 式 得 到 


(7.41) 


和 ? 对 应 的 8, 即 将 (7. 41) 式 代入 到 (7. 39) 式 得 到 


2 
pn = 1 +a/ » (7. 42) 


总 之 ,图 灵 不 稳定 既 要 求 p 二 0( 对 有 ==0 也 如 此 ), 即 


1 一 6 二 o>>0 或 B 一 1 一 a 二 0， (7. 43) 
还 要 求 g 二 0, 由 (7. 42) 式 得 
心  ， /D, 
(2—D PD o> 2a 万 ， (7. 44) 
D;, BD, (7. 45) 


(7.45) 式 意味 着 ,反应 物 x 的 扩散 系数 D, 要 远 小 于 反应 物 v 的 扩散 
系数 D,. 反应 物 x 称 为 “活化 子 ”, 它 存在 加 速 其 本 身 的 反应 , 即 自 催 
化 机 制 ;而 反应 物 v 称 为 “ 禁 阻 子 ”, 它 的 作用 与 自 催 化 相反 . 所 以 , 常 
常 说 图 灵 失 稳 是 扩散 引起 的 失 稳 . 图 7. 13 给 出 了 六 边 形 的 斑点 和 条 
状 斑 图 . 
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§ 6 满 流 层次 结构 


从 第 五 章 我 们 已 经 看 到 , 汕 流 由 大 涡 旋 不 断 串 级 成 各 种 不 同 尺 
度 的 小 涡 旋 ,尺度 愈 小 ,小 渴 旋 占据 的 空间 体积 (或 概率 ) 愈 小 ,但 强 
度 极 强 . 同样 ,在 不 均匀 的 康 托 尔 集 合 中 ,我 们 也 看 到 ,尺度 愈 小 ,各 
种 不 均匀 质量 的 奇异 性 (强度 ) 有 很 大 差别 . 对 庙 流 而 言 ,意味 着 潜流 
速度 场 的 涨 落 

Av = v(z 二 0D) — v(x) (7. 46) 

随 着 尺度 ! 的 大 小 不 同 而 形成 不 同 的 层次 结构 . 

若 按照 涨 落 的 概率 密度 PC(|Avx|) 来 讲 , 大 涨 落 的 概率 就 比较 
小 ,为 了 反映 大 涨 落 的 作用 ,我 们 用 |Av | 的 p 次 方 |Av1? 来 加 权 而 
得 到 一 个 新 的 概率 密度 
Qa) = PAD) 
at .PCIAnl) .dlAn| 


| 和 
(|Av|?) 
显然 , 当 zp 增加 到 p 十 1 时 ,大 涨 落 的 作用 愈 大 ,直到 p 一 oo 时 ， 
Q, 中 就 只 剩 下 最 强 的 涨 落 起 作用 了 . 
于 是 以 Qs41(7) 为 概率 密度 的 数学 期 望 E+10) , 按 量 纲 分 析 有 
Erill) = E,(D)? « Eo (1)! Hh, (7. 48) 
其 中 8 是 一 个 参数 . 显然 车 p==1, 则 Epn0) 二 ElL) ,那么 p 十 1 和 pp 
的 数学 期 望 完 全 相同 ,因而 是 均匀 结构 . 若 8=0, 那 么 任何 p 都 是 最 
强 涨 落 决定 的 结构 . 所 以 说 0 过 8 委 1 是 反映 层次 结构 的 参数 . 
我 们 设 p 阶 结 构 函 数 5S,《7) 二 (|Av1?) 的 标 度 指数 为 &, ,EE (7) 
的 标 度 指数 为 7, 即 
SC 一 (Any oc ls, EC) ocr. (7. 49) 


P(Av)). (7. 47) 


因为 
ED= | Ian + Qo lAml) dian 
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|Az | 后 1。 PCAvl dlAv| 

[Lay . PCAnl) .dlAn| 
_ erlCLD 

Ss) ， 


由 于 (7. 50) 式 ,(7. 48) 式 变 成 
Sexz() _ Ee 
Spt1(l) S,(l) 

将 (7. 49) 式 代入 (7. 51) 式 得 到 
Lipt2 加 ( 罕 
Zep+i Li 


有 
一 ， 


p 
一 (2， 


或 者 
6 一 6 一 DC 一 各) 十 7X1L 一 0)， 
(7. 52) 式 是 非 齐 次 二 阶 差分 方程 . 令 
6, =7p 二 c+ fp), 
代入 (7. 52) 式 得 


(7. 50) 


(7.51) 


(7. 52) 


(7. 53) 


7Y(p 十 2) 二 c 十 fCp 十 2) 一 YB 十 1) 一 cc 一 了 (pp 十 1) 
= 一 pL7( 十 1) 十 c 十 FT 二 1) 一 YY) 一 < 一 Ap)] 


十 7(1 一 BB)， 
即 
Ap 十 2) 一 (1 十 DC 十 1) 十 Ap) 一 0. 
所 以 , 非 齐 次 差分 方程 (7. 52) 化 成 了 齐 次 差分 方程 (7, 54). 
(7. 54) 式 的 解 为 
f(p) =— cep?, 
所 以 (7.53) 式 变 成 
€, = 7Yp cl — Bp), 
(7. 56) 式 就 是 应 流 的 层次 结构 模型 . 
根据 p 阶 结构 函数 的 定义 ， 


SO) = | sx:PClAnD .dlau|, 


(7. 54) 


(7.55) 


(7. 56) 


(7. 57) 


习题 117 


由 (5. 9) 式 ,上 式 近 似 为 
Sb) ~ [Ky “LD plh) dh SE 1H, (7. 58) 


其 中 是 |Av | 的 标 度 指数 ,pCh)dh 是 dh 内 用 7 为 尺子 小 “立方 体 ” 
量 得 的 数目 . 
比较 (7. 49) 式 和 (7. 58) 式 有 
é, 一 min(hp 十 3 一 DD)， (7. 59) 


由 (7. 59) 式 得 到 


并 用 (7. 56) 式 代入 得 到 
h=7— chrinp. (7. 60) 
因而 ,p>oo 时 h 取 最 小 值 7, 即 |Aw1ocl™ 一 ,这 就 说 明 p 一 co 时 ， 
由 于 hnin, |Ax| 是 最 强 涨 落 . 
同时 ,由 (7. 59) 式 得 到 
3—D=é,—ph=07— hp+edd—pB), (7.61) 
当 p>co 时 ,3 一 D=c 取 最 大 值 , 因 市 D 取 最 小 值 Pan. 
由 (5. 9) 式 得 


PO cl, (7. 62) 
(7. 62) 式 说 明 ,p 一 oo 时 ,最 强 涨 落 所 占 的 体积 最 小 (或 概率 最 小 ). 
习 题 
1. 请 构造 按 和 集 (7. 5) 式 的 各 种 结构 . 


a 6 


0. 000 0.577 
0. 000 0.577 


0. 000 0.577 
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Tr TT 


0.000 | —0. 500 0. 5000 


E. 本 于 本 于 本 再 本 于 本 型 
, 
£7 


0. 000 0. 382 | 0.3072 


0. 382 0. 000 0. 000 0. 382 0.1253 | 0.0595 
0. 382 0. 000 0. 000 0. 382 


; 


0.5976 | 0.0969 
0. 4884 | 0.5069 
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2. 如 何 理解 混沌 是 结构 的 源泉 ? 

3. 将 本 章 的 均匀 定常 态 和 第 二 章 的 定常 态 作 比较 ， 

4. 从 物理 学 上 阐述 螺旋 结构 的 原因 . 

5. 说 明 湛 流 的 最 强 涨 落 结 构 就 是 p 一 co 的 标 度 指数 h 和 分 数 
维 忆 都 取 最 小 值 . 

6. 请 分 析 如 下 速度 场 的 螺旋 结构 


Z 一 一 GZ 一 0y， 
yy 一 一 ay 十 bX， 


之 一 &Zz。 
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第 二 章 和 第 三 章 告诉 我 们 ,一 个 非 线 性 的 离散 和 连续 动力 系统 
是 否 存在 混沌 ,是 从 它们 的 轨道 zoy zi xo，…,za，… 或 者 (xz (2)， 
y (2) ,z(t)) 来 判断 的 . 物理 空间 的 轨道 真正 反映 状态 演化 的 速度 场 ， 
轨道 的 切线 方向 就 代表 速度 方向 . 状态 空间 的 轨道 就 反映 状态 随时 
间 变 化 的 过 程 . 实际 问题 中 ,我 们 经 常会 得 到 一 系列 系统 状态 随时 间 
演化 的 观测 数据 ,它们 能 代表 一 个 动力 系统 的 状态 随时 间 的 变化 吗 ? 
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大 家 知道 , 单 摆 方程 为 
十 x 二 0 或 (8.1) 


由 (8. 1) 式 得 到 


| 衬 = 一 夺 或 zdz 十 ydy = 二 0， 
所 以 ,在 状态 ( 相 ) 空 间 (z,y) 中 , 单 摆 的 轨道 是 一 个 圆 , 如 图 8.1, 其 


方程 为 


图 8.1 状态 空间 (z,y) 中 单 摆 的 轨道 
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Xx: 二 y=C. (8. 2) 
因此 ,任何 一 个 时 刻 的 位 置 及 其 速度 y= 这 ,就 是 按照 图 8. 1 中 
的 箭头 移动 所 决定 的 . 相 空 间 (z,y) 中 的 每 一 点 (x,y) 只 有 一 个 位 秆 


z 和 一 个 速度 y. 
但 是 方程 (8. 1) 的 一 个 解 却 是 
r= sint, (8. 3) 
是 一 个 时 间 序 列 . 例如 , 按 图 8. 1 的 箭头 A 一 0 一 B 一 0' 一 A 一 …, 得 
到 时 间 序 列 


1,0， 本 1,0,1,0， 一 T,0,1,0， 本 1,0,1,0， 一 1,0,1,0， 本 1 0，…。 
从 时 间 轴 上 看 如 图 8. 2 所 示 . 


一 一 一 一 
B P 4 { 


图 8.2 


这 是 时 间 上 轴 上 4,B 两 点 之 间 的 来 回 振荡 . 这 种 振荡 的 情况 并 不 是 
轨道 ,因为 它们 在 某 一 点 上 (如 P 点 ) 既 可 能 向 左 ,也 可 能 向 右 运动 ， 
也 就 是 说 在 同一 时 刻 t, 它 们 可 能 有 不 同 的 位 置 x 或 者 速度 y= 
过 (0). 这 与 轨道 的 概念 , 即 某 一 时 刻 只 有 惟一 的 位 置 和 速度 相 矛 盾 ， 
也 是 和 实际 状态 的 演化 相抵 触 的 . 实际 上 ,时间 序列 只 是 图 8. 1 的 圆 
形 轨道 在 z 轴 的 投影 ! 所 以 ,我们 不 能 把 这 种 投影 构成 的 时 间 序 列 
看 成 是 一 个 动力 学 系统 的 轨道 . 因此 ,时 间 序 列 并 不 能 代表 系统 状态 
随 轨道 的 演化 . 
如 何 用 一 个 单 变量 的 时 间 序 列 构造 系统 的 相 空间 呢 ? 
对 一 个 = 维 自治 动力 系统 
Zi = f(zi,T2,"" Tr), 
fa Tn), (8. 4) 
Zs = frriyT2s Tn) 
其 中 (zi ,zs，… ,Xs) 就 是 该 系统 状态 ( 相 ) 空 间 的 坐标 . 
也 可 以 对 (8. 4) 式 微 商 消去 z,,… ,x,, 得 到 zi 的 阶 微分 方程 


(Cn) » Dp (n—1) 
Xi 一 (ziy 工 1， 工 1 。 (8. 5) 


122 第 八 章 ”时间 序 列 头 轨 道 


此 时 ,状态 空间 的 坐标 就 由 zi 的 各 阶 导数 (zi, 之 1 芋 1，,… ,zx"“ ) 或 
者 ( 工 ， 荆 ，…z zf) 来 代替 ,这 种 替代 并 不 损失 该 动力 系统 演 
化 的 信息 . 导数 就 是 由 不 同时 刻 的 时 间 序 列 值 
zi,ZGE 十 zz 十 2r)，ZzC 十 (2 一 1)r) (8. 6) 
的 差 构成 的 ,其 中 r 称 为 延迟 参数 . 
z(t 十 7) 就 是 x (4) 微 商 的 结果 , 即 zG 十 rz) = 二 zx(2) 十 车 (2)，z, 同 
样 zz 十 2r) 可 以 认为 是 二 阶 微 商 的 结果 ,因为 六 近似 可 以 表示 成 为 


并 2 一 2 二 0 二 2, 其 他 类 似 .所 以 ,(8. 6) 式 的 各 个 


值 ,可 以 认为 是 xz 的 各 阶 微 商 的 结果 ,因此 由 (C8. 6) 式 的 时 间 序 列 来 
构造 相 空 间 是 合理 的 . 


8 2 Takens 定理 


时 间 序 列 已 经 有 很 长 的 研究 历史 ,并 已 经 有 广泛 的 应 用 . 那么 为 
什么 现在 还 要 嵌入 一 个 相 空间 ?传统 的 统计 方法 中 ,大 部 分 使 用 线性 
模型 ,因此 不 能 得 到 最 新 的 非 线性 动力 学 的 研究 成 果 . 现在 已 经 广泛 
认识 到 ,即使 最 简单 的 非 线 性 机 制 也 能 产生 复杂 的 时 间 变 化 状态 
混沌 ,和 复杂 的 混沌 时 间 序 列 . 传统 的 统计 方法 一 点 也 认识 不 
到 混沌 时 间 序 列 是 由 确定 的 系统 产生 ,它们 把 这 种 时 间 序 列 归 结 为 
随机 噪声 ,因此 ,用 传统 的 统计 方法 去 模拟 和 预测 这 些 时 间 序 列 往往 
导致 失败 ,并 不 能 产生 重要 有 用 的 信息 . 

然而 ,Takens 发 现 从 一 个 未 知 的 确定 的 动力 系统 所 产生 的 时 间 
序列 中 能 够 重 构 出 该 未 知 系统 的 动力 学 形式 ,这 就 大 大 加 强 了 研究 
混沌 时 间 序 列 方法 的 基础 . 

如 果 原 来 动力 系统 的 吸引 子 的 维 数 是 di, 得 到 一 列 观测 数据 

ToyZ19T2， yna9 (8.7) 
那么 ,用 这 些 数据 (时 间 序 列 ) 来 重 构 的 相 空间 ,该 相 空 间 的 维 数 为 
多 少 呢 ?例如 x 二 3, 即 


(zosT1»T2), (Tis T2973), (Tas TX3sT4) s*"" (8. 8) 


也 可 以 是 
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(XosT29T4) » (TX1s T3975), (TX2sT4T6) 9 (8. 9) 
(8. 8) 式 的 延迟 时 间 是 r, (8. 9) 式 的 延迟 时 间 是 2r. 
Takens 定理 的 回答 是 嵌入 的 维 数 满足 
2 之 2d4 十 1 (8. 10) 
对 于 这 个 定理 我 们 不 予 证 明 , 只 加 以 说 明 . 设 和 集合 4 和 B 的 维 数 分 
别 为 da 和 ds, 那么 集合 4 和 B 的 交集 的 维 数 dans 是 多 少 ? 若 把 该 
问题 放 在 4 维 空间 来 讨论 ,那么 集合 4,B 和 4 门 B 的 余 维 (co- 
dimension) 数 分 别 为 
d—ds, d—dg, d— dans, 
余 维 数 有 好 的 相 加 性 质 
(d — da) + (d — ds) = (d — dans), 
故 得 到 
dans = da 二 ds—d. (8. 11) 
我 们 可 以 用 几 个 例子 来 验证 (8. 11) 式 的 正确 性 . 


例 1 两 条 曲线 在 平面 上 一 般 能 相交 吗 ? 

因为 曲线 4 和 B 的 维 数 分 别 为 d44 二 ds 二 1, 平 面 的 维 数 4 一 2， 
由 (8. 11) 式 ,其 交集 的 维 数 lans=1 十 1 一 2 一 0. 这 就 说 明 , 两 条 曲线 
在 平面 上 一 般 相交 成 点 ,点 的 维 数 是 零 . 


例 2 二 维 曲线 在 三 维 空间 中 能 相交 吗 ? 

曲线 4 和 曲线 B 的 维 数 分 别 是 da 一 dz 一 1, 而 三 维 空间 的 维 数 
dz 一 3, 由 (8.11) 式 得 dans 二 1 十 1 一 3 二 一 1. 这 说 明 两 条 曲线 在 三 维 
空间 中 一 般 不 相交 . 

例 3 在 三 维 空间 中 一 条 曲线 与 一 个 曲面 能 相交 吗 ? 

曲线 4 和 曲面 B 的 维 数 分 别 为 44 二 1,4s 二 2, 而 三 维 空间 的 维 
数 4 二 3. 由 公式 (8. 11) 得 dans=1 十 2 一 3 一 0, 即 三 维 空间 中 的 一 条 
曲线 和 一 个 曲面 一 般 相交 于 一 个 点 . 

现在 我 们 应 用 (8. 11) 式 到 同样 的 对 象 44= 二 ds; 同 时 dans 王 一 1， 
即 两 个 集合 不 相交 ,得 到 

d 一 2d4 十 1 (8. 12) 

(8. 11) 式 说 明 , 嵌 入 空间 的 维 数 ”一 般 至 少 是 混沌 吸引 子 维 数 da 的 
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两 倍 . 
3$3 混沌 和 噪声 


传统 的 统计 方法 把 随机 看 成 是 外 部 噪声 ,而 从 混沌 观点 看 ,随机 
可 能 来 源 于 非 线 性 动力 系统 内 部 ,是 该 非 线性 动力 系统 本 身 固有 的 . 
如 何 区 别 混沌 和 噪声 呢 ? 若 是 混沌 ,那么 可 以 从 时 间 序 列 中 重 构 出 动 
力 系统 的 形式 来 ,而 噪声 则 不 能 .图 8. 3 是 三 个 随机 时 间 序 列 zo ,zi， 


Z29""°, 


1 


0 a 中 | hy | Lil, 
OA LU 


图 8.3 三 种 随机 时 间 序 列 
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上 节 我 们 已 经 知道 ,如 果 时 间 序 列 的 每 一 个 数 之 间 存 在 确定 性 
的 关系 , 则 zs+: 将 依赖 于 它 前 面 时 刻 的 数 zi,zs-1,…. 最 简单 的 情况 
是 zs+i 只 依赖 于 zx 即 
zit1 一 了 (zt). (8. 13) 
我 们 以 zx 为 横 坐 标 , 以 x+ 为 织 坐 标 重 构 二 维 相 空 间 , 这 三 个 时 间 序 
列 得 到 的 结果 如 图 8. 4 所 示 . 


(a) 


人) 


(9) 


图 8.4 三 个 不 同时 间 序 列 重 构 的 二 维 图 像 


从 图 8.4 看 出 ,时 间 序 列 (a) 明 显 地 来 自 于 逻辑 斯 蓝 映 射 (2. 1) 
式 , 带 有 参数 y= 二 4. 序列 (b) 则 没有 明显 的 结构 , 它 显 然 是 一 种 噪声 . 
序列 Cc) 不 像 序列 (b) 的 点 分 布 在 二 维 (zi,zst1) 平 面 上 ,而 是 有 明显 
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的 结构 , 它 也 是 一 种 混沌 . 
$4 延迟 时 间 和 时 间 序 列 长 度 


重 构 相 空 间 的 目的 是 使 一 个 时 间 序 列 在 一 个 合适 的 空间 坐标 系 
中 能 显示 出 混沌 吸引 子 的 结构 . 例如 ,三 维 自治 动力 系统 ( 称 为 
Rossler 系统 ) 
2Z 一 一 (7 十 zx)， 
3 一 工 十 0.2y， (8. 14) 
ZZ 二 0.2 十 zz 一 cz， 
当 参 数 c 一 5. 9 时 就 会 出 现 混沌 . 
如 果 用 状态 变量 中 的 一 个 ,如 变量 z, 去 构造 一 个 三 维 相 空间 
(z(0),z(T),z(2T)), 
(z(T) ,z(t T),z(r + 27)), (8. 15) 
(z(27),z(27 + T),z(27r + 27)), 
其 中 , 荆 是 zt 的 倍数 , 称 为 时 间 延 迟 . 
现在 的 问题 是 ,7 应 该 选择 多 大 才 合 适 . 显然 ,既然 是 三 维 坐 标 
的 相 空间 ,那么 (8. 15) 式 中 的 每 一 个 空间 点 的 三 个 分 量 应 该 是 相互 
独立 的 . 如 果 了 选择 太 小 ,那么 几乎 x(T)<z(0) ,三 个 分 量 就 几乎 
相等 ,这 将 导致 重 构 的 吸引 子 非常 接近 直线 , 见 图 8. 5(c)， 
但 是 若 了 选择 太 大 , 则 三 个 分 量 之 间 有 上 比较 小 的 相关 ,吸引 子 
的 轨道 围绕 相 空 间 游 功 ,就 很 难看 出 吸引 子 的 结构 , 见 图 8. 5(b). 只 
有 适中 的 工 值 才能 重 构 出 Rossler 吸引 子 的 三 维 结构 , 见 图 8. 5(a)， 
它 很 像 图 3. 8 的 鞍 一 焦 同 宿 轨道 . 
至 于 如 何 从 时 间 序 列 来 估计 吸引 子 的 维 数 , 则 因为 在 相 空 间 中 
有 很 多 点 是 空 的 ,用 (5. 5) 式 方法 去 “ 数 盒 子 ” 不 是 很 有 效 . 现在 常用 
另外 一 种 计算 “相关 维 ” 的 方法 . 若 我 们 已 经 将 时 间 序 列 和 代 入 到 相 空 
间 中 得 到 N 个 点 .我 们 随便 给 定 一 个 数 ,检查 N 个 点 中 有 多 少 “ 点 
对 ”(zi,yi) 之 间 的 距离 小 于 x( 即 在 以 r 为 半径 的 “ 球 ” 内 ) ,并 把 距离 
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(c) 7 太 小 


图 8.5 不 同 T 值 选择 的 重 构 吸 引子 
小 于 > 的 “点 对 ?在 所 有 “点 对 ”( 共 有 N? 个 “点 对 ”) 中 所 占 的 比例 计 
算出 来 , 即 


N 
Cn =r | ls (8. 16) 
ij 一 1 
1 天 7 
其 中 0 是 Heaviside 函数 , 它 的 定义 为 
1， 元 之 0， 
0(x) = | (8.172 
Ox 站 志 0 


如 果 + 选择 大 大 ,当然 一 切 “点 对 ”的 距离 都 不 会 超过 它 , 因 而 CC) 
二 1,lgC(r) 二 0. 因而 函数 CCr) 描 述 了 随 7 增加 时 ,小 于 7 的 “点 对 ” 
数 是 如 何 增长 的 分 布 函 数 . 
虽然 太 大 的 > 反映 不 了 系统 内 部 的 性 质 ,适当 地 缩小 ~, 可 能 在 
某 一 个 让 的 区 间 内 有 
Cer) = (8. 18) 
这 里 的 DD 就 是 重 构 相 空间 的 吸引 子 的 维 数 . 


128 第 入 章 时间 序 列 了 轨道 


例如 ,均匀 分 布 在 一 条 线 上 的 重 构 资料 点 ,C(r) 与 7 的 一 次 方 成 
正比 , 即 D==1. 而 均匀 分 布 在 一 个 面 上 的 重 构 资料 点 , 则 CC) 应 与 7 
的 二 次 方 成 正比 , 故 D=2, 见 图 8. 6. 因此 ,DD 值 描 述 了 重 构 相 空 间 
吸引 子 的 结构 . 


人) CN 人) Ce 天 
图 8.6 维 数 计算 的 说 明 


若 以 嵌入 维 数 ” 为 横 坐 标 ,吸引 子 的 维 数 DD 为 纵 坐 标 ,改变 
求 到 的 不 再 改变 时 ,此 时 的 就 是 可 以 作为 位 入 的 重 构 相 空间 的 
维 数 . 
问题 是 时 间 序 列 的 N 多 大 时 才能 使 得 嵌入 相 空 间 的 维 数 ” 较 
为 合理 . 例如 z 一 3, 若 时 间 序 列 的 点 N 只 有 10, 这 就 意味 着 每 边 只 
有 10 个 点 左右 ,这 就 显得 少 了 . 若 2 一 4, 则 =10: 就 显得 太 少 了 ， 
甚至 用 1000 个 点 去 钳 入 到 ”一 4 的 相 空 间 去 描述 吸引 子 的 结构 就 显 
得 不 合理 了 . 现在 常用 经 验 公 式 
Nuin sz 102+9 名 (8. 19) 
求 时 间 序 列 的 最 小 长 度 . 例如 * 一 4, 则 Nunsz1075<4000 个 点 . 
为 了 说 明 重 构 相 空间 的 预测 ,我 们 用 一 个 简单 的 个 例 . 给 出 有 
18 个 点 的 时 间 序 列 
s(#); 0.4100000, 0.9676000, 0.1254000, 0. 438700 0, 0. 9849000， 
0. 059 210 0, 0. 222 800 0, 0. 692 710 0, 0. 851 430 0， 
0. 505 900 0, 0. 999 800 0, 0. 000 568 2, 0. 002 271 0， 
0. 009 066 0, 0. 035 930 0,0. 138 500 0, 0. 477 500 0. 
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我 们 将 其 重 构 到 二 维 相 空间 , 取 了 =1, 如 图 8.7, 图 中 点 1 的 坐 
标 是 (0. 410 000 0, 0. 967 600 0) ,点 2 的 坐标 为 (0. 967 600 0， 
0. 125 400 0) ,… ,其 他 类 似 . 


1.0 


0.8 


0.6 


0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 
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图 8.7 二 维 相 空间 重 构 


现在 我 们 作 预 测 , 问 第 19 个 点 的 值 *(19) 一 ? 因为 图 中 17 号 点 
的 坐标 为 (s(17),s (18)), 一 种 最 简单 的 预测 方法 是 找 距 离 17 号 点 
最 近 的 点 ,例如 图 中 第 10 点 的 轨道 演化 应 该 到 第 11 点 ,那么 我 们 认 
为 第 17 点 的 轨道 演化 应 该 到 第 18 点 , 它 应 该 离 11 点 最 近 . 而 第 11 
点 的 坐标 为 (0. 999 800 0,0. 000 568 2), 因 此 我 们 预测 ; (19) = 
0. 000 568 2. 

实际 上 ,图 8. 7 就 是 逻辑 斯 蒂 映 射 ,s (19) 的 真 值 是 ;(19) = 
0. 008 0800, 与 上 面 预测 的 误差 是 很 小 的 . 

同学 们 可 以 试 着 用 18 个 点 的 通常 的 时 间 序 列 预 测 ,而 不 用 相 空 
间 重 构 ,此 时 预测 的 *(19)=? 并 作 比 较 . 


85 时 空 系统 重 构 的 设想 


前 面 是 对 于 一 个 时 间 序 列 的 重 构 , 它 的 理论 基础 是 Takens 定 
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理 . 对 于 既 含 时 间 又 含 空间 的 动力 系统 ,如 反应 扩散 方程 
其 状态 v 的 演化 是 非常 复杂 的 . 每 一 个 空间 位 置 上 随时 间 的 演化 和 
另 一 空间 位 置 上 随时 间 的 演化 可 能 是 极其 不 同 的 ,Takens 定理 值得 
怀疑 , 因为 每 一 个 空间 位 置 上 的 状态 都 要 受到 相 邻 空间 点 上 状态 的 
影响 ,如 (8. 20) 式 中 的 扩散 项 (也 可 称 为 耦合 项 ). 对 如 此 复杂 的 系 
统 ,人 们 往往 只 能 得 到 某 一 个 空间 位 置 上 的 观测 资料 ,或 者 最 多 是 几 
个 空间 位 置 上 的 观测 资料 . 怎么 办 呢 ? 

我 们 可 以 设想 ,每 个 空间 点 上 状态 的 演化 ,如 (8. 20) 式 中 的 
f(w) 项 是 按照 一 定 的 非 线性 方式 ,如 远 辑 斯 蒂 映 射 /Cw) = pw(1 一 
4); 而 不 同位 置 点 的 克 合 ,如 (8. 20) 式 中 的 项 用 差分 代替 


Ou flu) ~ 2flur) + fu ") 


人 


ar’ 2 
其 中 的 上 标 () 表 示 空 间 位 置 ,那么 第 i 点 空间 位 置 的 演化 就 变 成 


jc) — 2f us) 十 For ") 
2 


Ef) +e (8. 20) 


(8. 21) 


ud a fu ) 十 e 
= (1 一 exe) 十 wef (zc+rD) 十 Def (un), (8. 22) 


其 中 的 下 标 n 表示 时 间 . 

(8. 22) 式 称 为 时 空 演 化 的 耦合 映射 格子 模型 . 这 样 ,由 (8. 22) 式 
产生 的 第 ; 个 位 置 点 上 状态 的 时 间 序列 xz” ,就 可 以 用 时 间 序 列 重 构 
了 . 所 以 ,(8. 22) 式 中 的 参数 。 也 可 以 称 为 耦合 参数 . | 

问题 是 , 若 取 d4 = 二 100 个 空间 位 置 点 ,按照 Takens 定理 
((8.12) 式 ), 则 嵌入 维 数 d= 二 201, 这 个 数字 太 大 了 , 太 不 切合 实际 
了 . 很 多 研究 指出 ,由 于 (8. 22) 式 中 存在 与 相 邻 点 的 耦合 作用 ,可 以 
重 构成 比较 低 的 维 数 ,其 他 点 的 影响 可 以 看 成 是 均匀 噪声 的 驱动 , 见 
图 8. 8. 
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f f f f f 


0n0n00nonn 


一 人 > 人 ~ vi ei Tem la 1 
二 十 -一 站 一 - 


人 1 x® x 4 +1) 


Oe 
f f f 
»» (} (0) 0 0 0 ， 
本 
图 8.8 
习 题 
1. 如 何 理解 状态 随时 间 的 演化 不 是 沿 着 时 间 序 列 、. 而 是 沿 着 轨 


道 进行 的 ? 
2. 考察 时 空 系统 的 复杂 性 与 单 点 时 间 序 列 的 区 别 . 
3， 你 能 想 出 从 时 间 序 列 构造 相 空间 的 其 他 办 法 吗 ? 
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第 六 章 中 我 们 从 多 尺度 角度 谈 到 了 布朗 运动 和 分 数 维 布朗 运 
动 . 实际 中 许多 现象 都 涉及 到 它 ,例如 明天 的 股票 会 涨 还 是 会 跌 ? 明 
天 的 温度 或 者 明年 的 温度 会 升 高 还 是 降低 ? 尽管 这 些 现象 可 能 服从 
一 定 的 确定 性 关系 ,但 是 表现 出 的 涨 落 却 是 随机 的 、 混 沌 性 的 . 而 随 
机 游 动 的 结果 就 是 “扩散 ”, 这 里 包括 物质 扩散 、 动 量 扩散 .热量 扩散 
等 .因此 ,随机 游 动 和 扩散 对 力学 .结晶 学 .天 文学 .生物 学 .气象 学 、 
流体 力学 .经济 学 等 都 是 很 有 用 的 ， 


$1 最 简单 的 随机 游 动 


随机 游 动 (random walk) 是 定义 在 格 点 上 的 随机 过 程 ,例如 一 
个 游 动 者 在 2 维 (4==2) 的 格子 上 游 动 . 每 一 时 间 间 隔 都 以 相同 的 概 
率 游 动 到 其 最 邻近 的 位 置 . 图 9. 1 是 简单 的 二 维 随机 游 动 的 轨迹 . 每 
一 时 间 间 隔 游 动 者 游 动 了 一 个 单位 间隔 , 共 游 动 了 10 个 时 间 间 隔 ， 
得 到 了 三 种 不 同 的 游 动 轨迹 . 


0 
站 | 
8 一 0 .41324648 | le 10 
246 3 1 | 79 | 
2 3,9 2 7 
Ts | | 


5 一 


图 9.1 二 维 格子 上 简单 随机 游 动 的 不 同 轨迹 


图 中 的 数字 代表 游 动 的 顺序 ,箭头 代表 游 动 的 方向 . 那么 步 以 
后 的 净 位 移 
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r(n) = Ze (9.1) 


其 中 e 是 第 ; 步 指向 最 邻近 位 置 的 单位 向 量 . 
因为 《e;) =0, 所 以 平均 位 移 


‘rl(n)) = 0,， (9. 2) 
另外 ,因为 
1， i 二 J， 
€@:* ej; 二 机 i 尖 j) 《9. 3) 
因此 ,平均 平方 位 移 是 


(Co 一 《人 De)’) 二 十 2 “0) =n, (9.4) 
若 每 一 步 游 动 的 时 间 间 隔 是 ,那么 步 游 动 的 时 间 t==n， zt, 所 以 
(r2(n)) = 三. (9. 5) 
车 设 定格 子 间隔 为 a, 那 么 每 一 个 格子 点 上 游 动 的 可 能 方向 有 24 个 
(d 是 格子 维 数 ) ,单位 时 间 内 游 动 的 方差 为 
K = a 
其 中 天 称 为 扩散 系数 , 它 的 单位 是 m2。s-!. 所 以 (9.5) 式 也 可 以 改 
写成 


C9. 6) 


az = (ri(n)) = Se， (9.7) 
当 a==1,d=1 时 ， 
0 = (ri(n)) = 2Kt, (9. 8) 


(9. 8) 式 就 是 布朗 运动 的 (6. 1) 式 . 
车 4=1, 均 方位 移 《r?(n)) 就 很 容易 由 概率 密度 P(r,t) 算 得 , 即 


(z(t)) = |=Pcr,pdr， (9. 9) 


车 游 到 右边 的 概率 为 二 放 , 则 游 到 左边 的 概率 就 是 1 一 方 一 记 , 屠 
么 :时 刻 后 游 动 m 次 到 右边 ,(: 一 m) 次 到 左边 , 它 的 位 移 是 
X=m— (t—m)= 2m—i, C9. 10) 


那么 位 移 的 概率 密度 是 二 项 式 分 布 : 
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POmt) = | ’ ja 一 Py". (9.11) 
m 
由 (9. 10) 式 得 
四 一 方 (十 昌 ， (1 — m) 一 方 ( 一 z 十 中， 


则 (9. 11) 式 可 以 写成 


Pim) = rial) 3) ， 


又 注意 到 
£1 2 (272)3 二 (9. 12) 
则 
2mre™ 1 fm) 
PN)= 一 一 一 一 一 一 一 和 一 一 一 一 一 | 一 1 
的 /Immme rm /Int mt re 2 ) | 2 ) 


了 V zz 人 一 m) m™ ne "me "| 证 ) "| 证 | ~ 
- 雄 V 元 条 | 页 5 万 | (9.13) 


将 (9. 13) 式 右 端 后 两 个 因 式 取 对 数 得 
mn 去 ) zatz5) 1] 


一 一 min| 22| 一 (一 mln| 2(t — m) 7 = 


二 一 (z+ oln| st- 了 一 zl = 


= 一 这 (zx 十 on| 1 十 三 | 一 二 c 一 an|1 一生 | 


若 <<ce, 则 上 式 简化 为 一 一, 故 
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机 m tft Te -到 
(去 | [元 二 | ~e “， (9. 14) 
而 (9. 13) 式 右 端的 因子 
Vi - 全 /和 
m(t—m) e+aDe 一 aoD 好 zx? z 
(9. 15) 
所 以 ,(9. 11) 式 就 简化 为 
Plm,t) = ye (9. 16) 


这 正 是 著名 的 正 态 分 布 . 若 考虑 
Plm,i)dm = P(rx,t)dz = 2P(zx,t)dm, 


则 


Pl(m,t) = (9.17) 


注意 到 (9. 5),(9. 6) 和 (9. 8) 式 , 若 r+ 二 志 , 开 = 也 ,02 一 上 , 则 (9. 17) 式 
可 写成 标准 的 正 态 分 布 形式 


Pdz 圈 = — Lie ww. (9. 18) 


§ 2 长 程 相关 引起 异常 扩散 


随机 游 动 的 轨迹 常常 是 多 尺度 的 ,它们 可 以 看 做 是 一 个 分 形 客 
体 . 如 果 我 们 把 上 节 游 动 者 的 位 置 看 做 是 “质量 ”, 那 么 游 动 的 质量 
M 就 正比 于 时 间 ， 
Mcotor™Y, (9. 19) 
其 中 D。 称 为 随机 游 动 的 分 数 维 ,r 是 上 时间 游 动 的 距离 . 此 时 的 均 
方差 位 移 由 (9. 19) 式 得 到 
(r2(t)) oc 专 ， (9. 20) 
显然 , 若 D。=2, 就 是 通常 的 布朗 运动 . D。 尖 2 称 为 异常 扩散 ,如 满 流 
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扩散 (C6. 45) 式 ). 

怎么 引起 异常 扩散 呢 ? 在 上 节 随 机 游 动 (C9.4) 式 ) 中 ,我 们 假设 
游 动 的 每 一 步 是 不 相关 的 , 即 (e:，e;) =6,, 但 在 实际 的 游 动 中 ,e; 和 
e; 是 相关 的 , 如 设 


(el 。ej) cc (9. 21) 


4 
DE 
那么 (9. 4) 式 变 成 
r2(n)) 一 (( Se,) ") 二 7 十 2 le “ej)) 一 元 十 Ba 一 ， 
i=1 EE 


(9. 22) 
因此 , 当 7<1 时 ,(9. 22) 式 右 端 第 二 项 占 优势 , 则 
(r2(n)) oc 722， (9. 23) 
此 时 扩散 就 比 布朗 运动 为 大 . 所 以 ,异常 扩散 是 由 于 游 动 的 当前 一 步 
和 前 一 步 相关 的 结果 , 即 长 程 相 关 (long-range correlation). 由 于 长 
程 相关 ,由 (9. 20) 式 可 得 (6. 8) 式 的 标 度 指数 


1 2 一 
“二 六 一 2 (7 = 1), (9. 24) 
因而 功率 谱 指 数 ((6. 10) 式 ) 为 . 
B=2a++1=3—7Y. (9. 25) 


在 此 说 明 , 由 于 长 程 相关 造成 的 标 度 指数 (C9. 24) 式 ) 比 布衣 运动 
4 一 二 为 大 ,功率 谱 指 数 (C9.25) 式 ) 也 比 布朗 运动 6 一 2 为 大 ,因此 相 
应 的 扩散 也 较 强 . 


对 照 (9.23) 和 (6. 55) 式 ,可 以 看 出 长 程 相关 的 相关 系数 为 
R(r) cc rz， (9. 26) 


由 于 y<1 ,所 以 r 很 大 时 及 (rc) 仍 有 一 定 的 数值 . 
§ 3 多 尺度 游 动 引 起 长 尾巴 分 布 


从 上 节 我 们 看 出 ,长 程 相关 引起 了 异常 扩散 . 正 因 为 扩散 方差 
大 ,说 明 大 的 位 移 比 较 多 ,这 必然 造成 概率 密度 的 长 尾巴 ,如 (6. 46) 
式 的 Levy 分 布 . 


83 多 尺度 游 动 引 起 长 尾巴 分 布 137 


按照 Levy 分 布 , 它 的 一 阶 矩 或 二 阶 矩 是 发 散 的 ,这 就 意味 着 没 
有 特定 的 时 间 尺 度 和 长 度 尺 度 ,因而 是 无 特征 尺度 ,这 就 是 分 形 现 
象 ,具有 自 相 似 和 标 度 不 变性 . 这 正 是 我 们 在 第 五 .六 章 所 论述 的 . 

我 们 设想 ,随机 游 动 有 的 只 跳 一 个 间隔 ,有 的 可 以 跳 3 个 间隔 或 
者 更 多 的 间隔 ,而 且 跳 一 个 间隔 和 跳 多 个 间隔 的 概率 也 不 同 . 例如 ， 
若 空间 间隔 是 ,那么 距 一 个 格 距 士 a 的 概率 设 为 C, 即 


士 a， 概率 CC. (9. 27) 
卡 a 的 5 售 间隔 的 概率 变 小 了 ,为 入 CM>>1), 即 
+ balb > 1), 概率 为 (9. 28) 


类 似 地 , 跳 的 恨 倍 间隔 的 概率 为- 所 

图 9.2 是 M4,5 二 3,a 二 1 的 Weierstrass 随机 游 动 .图 中 co 代 
表 游 动 的 开始 点 ,在 一 个 大 图 中 游 动 已 完成 了 四 步 a=1 的 游 动 (从 
o 开始 的 四 个 小 箭头 ), 接 着 是 如 一 3 的 游 动 (图 中 的 较 大 箭头 所 
示 ). 接 着 又 是 游 动 < 一 1 的 四 步 , 游 动 ba 一 3 一 步 等 . 游 动 一 1 的 四 
步 形成 一 个 基本 集团 ,完成 如 一 3 四 步 形成 第 二 集团 . 下 一 个 大 的 中 
路 是 4 一 9( 图 中 特大 箭头 所 示 》. 


”第 -集团 


图 9. 2 ” Weierstrass 随机 游 动 (以 M 二 4,5 二 3,a 二 1 为 第 一 集团 ) 
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现在 求 跳跃 到 长 度 ! 的 概率 密度 为 
PO) = .05>) AX Da) 十 SC 二 be)]， (9.29) 


通过 归 一 化 ,常数 < RE 29) 式 变 为 


P(0) = !> ya — bia) 十 8C 十 pa)]，(9.30) 


7 
(9. 30) 式 说 明 , 若 M 比较 大 ,许多 跳 弃 到 左边 邻居 和 右边 邻居 的 概 
率 大 约 为 C= 光 . 虽然 跳跃 的 长 度 增加 ,其 概率 减 小 ,但 平均 讲 , 在 跳 


到 一 个 大 步 之 前 ,大 约 M 次 小 步 跳 跃 已 经 完成 ( 见 图 9. 2). 
由 于 有 了 (9. 30) 式 ,那么 二 阶 矩 


(12》 = 和 (9. 31) 
显然 只 要 娠 >M, 那 么 二 阶 拖 就 发 散 , 即 (02 一 co, 这 和 第 六 章 讨论 
的 Levy 分 布 是 相同 的 . 


下 面 我 们 来 论证 ,P(0) 是 一 个 长 尾巴 的 宕 函数 分 布 , 为 此 我 们 
考虑 PC) 的 傅 里 叶 变 换 ， 


Bh) = | P(ewdl 一 


oo 


i cos (hbia) ， (9. 32) 


E(4) 称 为 特征 函数 , (9. 2) 式 训 是 著名 的 Weierstrass 函数 . 
我 们 看 32) 式 的 标 度 方程 , 即 
G6k)= 妈 去- 站 二 cos(kbirla) 


M-le 1 1 双 一 1 
x Mi cos(Rp la) 一 


yy i cos (ka), 


cos(kb’'a) 一 (M 一 1)cos(ka) 


M’ 
一 将 一 1 >， 和 cosCkbia) 一 (M 一 1)cos(CRa) 


一 MG(R) 一 (M — 1)cos(ka), (9. 33) 
(9. 33) 式 是 一 个 非 齐 次 差分 方程 , 它 的 非 齐 次 部 分 是 周期 函数 ,不 存 
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在 奇异 性 (使 方程 发 散 ) ,而 齐 次 部 分 


BbE) = MG(CE) = prG(8) (9. 34) 
的 解 (h) 一 | 其 中 一 下 于 | 却 反映 了 奇异 状况 . 所 以 设 
BR) cc (1 一 cl) se ， (9. 35) 
由 (9. 35) 式 的 傅 里 叶 变换 很 容易 得 到 PCL) 的 形式 为 
P(D cc 1 (9. 36) 


(9. 36) 式 就 是 (6. 46) 式 的 形式 ,所 以 说 多 尺度 游 动 必 然 导 致 长 尾巴 
的 Levy 分 布 . 


8$4 随机 游 动 的 朗 之 万 方程 和 Fokker-Plank 方程 


从 理论 上 讲 布朗 运动 是 受 随机 力 PCt) 和 外 力 f(x) 的 作用 ,其 
运动 方程 可 表示 为 
t+az=f(z)+T 0), (9. 37) 
其 中 随机 力 T(t) 具 有 如 下 的 统计 性 质 ， 
TO) =0, (TG): TO )) = 2KOG — 1t), (9.38) 
在 过 阻尼 的 情况 ,方程 (9. 37) 左 边 主要 是 阻尼 起 作用 ,并 设 “一 1, 方 
程 变 为 
z= f(z) + TO), (9. 39) 
(9. 39) 式 称 为 朗 之 万 (Longevin) 方 程 . 
若 考 虑 一 维 离散 空间 离散 时 间 的 游 动 ,在 每 个 时 间 步 , 游 动 者 希 
望 游 到 左边 或 右边 的 最 邻近 的 位 置 , 且 游 到 左边 或 右边 的 概率 均 为 
二 ,那么 ,在 第 ” 步 位 于 m 位 置 的 概率 P.(m) 满 足 如 下 方程 ( 见 图 


9. 3); 


图 9.3 一 维 最 简单 随机 游 动 概率 
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Panilm) = Plm— 1)+ Plm 4+1),， (9.40) 
或 者 
PanCm) — Plm) = 六 Pu 一 1) 一 PCn) 十 Pm + 1). 


(9. 41) 
若 取 x 二 ma,t 二 nr, 并 设 a->0,r>0, 那 么 (9. 41) 式 的 极限 方程 为 
BP (gst) _ rp FP(zt) 


闻 3 (9. 42) 
(9. 42) 式 是 一 个 扩散 方程 ,(9. 17) 式 正 是 它 的 一 个 解 . 
(9. 42) 式 中 ， 
PD lim 让 P.(m) ， 
FP) jm PCz 士 1) 一 2PoCm) 十 Po(m 一 1) 
9r’ Ar (Ax)’ 
(9. 43) 


但 是 若 考虑 非 对 称 游 动 , 游 到 右边 和 左边 的 概率 由 广 变 成 过 十 s 和 
六 一 e, 那 么 总 的 结果 是 游 动 到 右边 . 此 时 扩散 方程 (9. 42) 变 成 
OP(Czi | oP (xz,1) 
af 一 ”ar 
(9. 44) 式 就 称 为 Fokker-Piank 方程 (简称 FP 方程 ). 它 是 从 另 一角 


度 ( 扩 散 ) 表 征 随机 游 动 . 
同样 ,对 于 有 不 同时 间 尺 度 的 随机 游 动 ,与 (9. 42) 式 对 应 的 方程 


(9. 44) 


P(r,) 
十 天 Br  ， 


为 


GEP(zb) 一 42 
ab Ox” 


方程 (9. 45) 称 为 分 数 维 Fokker-Plank (Fractional Fokker-Plank- 
Kolmogorov) 扩 散 方 程 ,简称 FFPK 方程 . 其 中 


OP (x ,1) ]i Plrst + At) — P(xz,t) 
EF BI 


对 (9. 45) 式 作 傅 氏 变换 得 


0<B<1,0<a2, (9.45) 


(9. 46) 
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ED -一 4 天 | 加 (0， (9. 47) 
8=] 时 的 解 为 
BL) = coe KI, 设 @B(k,0) 一 1， (9. 48) 
其 中 co 为 常数 . 这 就 是 Levy 分 布 的 特征 函数 ((9. 35) 式 ). 
现在 来 验证 : 在 (9. 47) 式 中 取 8=1,a=2, 则 该 式 的 傅 氏 逆 变 换 


为 
oP(zst) 1 zy, _ 4 OP(z,t) 
二 和 学风 - 去 | AIKIB(h i)erdk 一 A es, 
这 就 是 (9. 42) 式 . 对 于 任意 a, 定义 分 数 维 导 数 
oO 1 a ikx 
ar ™— 3x)_ Ke “dk, (9. 49) 


就 导 得 分 数 维 扩散 方程 (9. 45). 

这 一 节 说 明正 常 的 随机 游 动产 生 通 常 的 扩散 方程 (9. 42), 而 
Levy 类 型 的 随机 游 动 则 产生 一 个 分 数 的 (fractional) 微 商 的 扩散 方 
程 (9. 45). 


8$5 异常 扩散 的 物理 及 标 度 不 变性 


从 前 面 的 讨论 看 到 ,异常 扩散 的 产生 可 能 有 如 下 两 种 物理 机 制 : 

a) 随机 游 动 的 两 点 之 间 的 距离 无 特征 尺度 . 前 面 的 Weierstrass 
游 动 中 ,最 短 的 游 动 距离 是 a, 大 的 游 动 距离 是 Wa, 它 和 a 可 以 相差 
好 几 个 数量 级 . 因而 ,大 的 涨 落 导致 大 的 扩散 . 

b) 物质 的 随机 游 动 常常 是 在 非 均 匀 的 介质 ,如 地 球 表层 的 洪 泥 
和 大 气 的 湛 流 介质 等 . 此 时 ,物质 在 游 动 (扩散 ) 到 下 一 个 位 置 之 前 ， 
总 有 一 个 等 待 时 间 (waiting time), 这 个 时 间 也 是 无 特征 尺度 的 , 即 
等 待 时 间 也 是 Levy 分 布 (9. 36) 类 型 


P(r) cc rz 1 (9. 50) 
由 于 这 种 等 待 时 间 的 分 布 ,可 能 会 发 生 的 事件 比 我 们 用 高 斯 分 布 所 
期 望 出 现 的 时 间 晚 很 长 时 间 才 出 现 . 


第 六 章 曾 讨论 热传导 方程 (6. 35) 和 Navier-Stokes 方程 (6. 36) 
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的 标 度 不 变性 , (6. 35) 式 就 是 扩散 方程 (9. 42). 而 异常 扩散 遇 到 的 都 
是 具有 分 数 维 导 数 的 偏 微分 方程 ,如 方程 (9. 45) ,其 中 的 分 数 维 微分 
方程 运算 见 (9. 49) 式 . 若 我 们 对 (9. 45) 式 作 尺 度 变 换 
x =AMr, f=, P'=A2*P, (9. 51) 
那么 分 数 维 方程 (9. 45) 的 形式 仍 具 有 不 变性 吗 ? 
(9. 51) 式 就 是 将 一 般 扩 散 方程 的 变换 (6. 37) 式 中 的 2 改写 成 为 
a 而 已 . 此 时 ,对 方程 (9. 45)， 


_l py 
左边 = 4 2 ， (9. 52) 
考虑 到 (9. 49) 式 ,对 方程 (9. 45)， 
1 _1 
” 一 < -1 Pp 4 = OP! 
右边 一 一 区 | _IKIe CA < a PICz' )d 一 gr 
(9. 53) 


请 注意 ， 
IKA* |* = |K|%, 
比较 (9. 52) 式 和 (9. 53) 式 看 出 ,在 (9. 51) 式 的 尺度 变换 下 ,方程 
(9. 45) 的 形式 不 变 ! 即 方程 (9. 45) 的 解 具 有 如 下 的 自 相似 性 : 
POSz,N) = A P(t), (9. 54) 
特别 地 , 当 一 十 , 则 上 式 变 为 
Pa-iz,1) =ttPCzyt) 或 Pr =ttP(*z,1). 
(9. 55) 


对 Levy 分 布 
Pe |zxl-"!.t, (9. 56) 


代入 方程 (9. 54) 式 得 
左边 = | . zl- X) = XD zr| -1X) 
= rl 
二 4-+P(z,t) = 右边. 
类 似 可 证 明 用 于 异常 扩散 的 非 线性 一 维 分 数 维 Burgers-KPZ 
方程 
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Owu Ou Ou 
Ei 3zr = 0 (9, 57) 
具有 如 下 的 自 相似 关系 、 
ul(Tst) = A lu(Ar ,At). (9. 58) 
习 题 


1. 分 析 异 常 扩散 的 物理 原因 . 

2. 已 知 最 简单 的 一 维 随机 游 动 的 概率 密度 (9. 17) 式 , 求 出 它 的 
特征 函数 ( 注 : 概率 密度 与 特征 函数 互 为 侍 氏 变换 ). 

3. 将 (9.17) 式 代入 扩散 方程 (9. 42) 中 加 以 验证 ， 

4. 证 明 (9. 57) 式 满足 (9. 58) 式 的 自 相 似 关系 ， 


第 十 章 多 尺度 的 分 析 工 具 一 一 小 波 变 换 

混沌 和 分 形 的 共同 特点 是 多 尺度 . 表征 多 尺度 可 以 用 标 度 指数 ， 
前 几 章 已 有 论述 . 标 度 指数 是 表征 尺度 变化 时 系统 的 某 种 不 变性 . 但 
是 ,不 同 尺度 下 物理 的 状态 如 何 我 们 却 看 不 到 ,而 小 波 变换 能 作 到 这 
一 点 , 小 波 变 换 有 两 个 参数 : 一 个 参数 是 尺度 , 它 能 把 不 同 尺度 的 情 
况 显示 出 来 ; 另 一 个 是 时 间 ( 空 间 ) 位 置 , 它 能 把 每 个 位 置 上 的 状况 显 
示 出 来 ,哪怕 该 位 置 上 的 物理 状况 特别 小 . 小 波 就 像 显 微 镜 一 样 , 放 
大 而 使 你 看 得 清楚 . 


§ 1 小 波 变换 是 显微镜 


一 个 多 尺度 信号 f(z) 的 小 波 变 换 Ts(la,t) 定 义 如 下 : 


ja (10. 1) 
a 


其 中 g (2) 称 为 母子 波 . 它 和 傅 里 叶 变 换 不 同 之 处 在 于 : 傅 氏 变换 中 
的 基 函 数 是 正弦 或 余弦 函数 ,它们 在 整个 实数 轴 ( 一 co,co) 上 是 全 局 
铺 开 的 ,而 子 波 变换 中 的 g( 纪 是 局 部 的 ,如 图 10. 1 是 常用 的 墨西哥 
帽 小 波 ， 


Te) = 二 | Fe og 


8 (D) gD 


(a) 大 尺度 (b) 小 尺度 
图 10.1 墨西哥 帽 小 波 
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2 


g(t) = (1 — te 2?， (10. 2) 

它 的 图 像 只 集中 在 i 轴 的 局 部 区 域 ,这 和 第 六 章 介 绍 的 Haar 标 度 函 
数 相同 . 

子 波 变 换 (10. 1) 式 中 有 a 和 两 个 参数 ,其 中 a 称 为 尺度 ,to 称 
为 位 置 . 它们 在 小 波 变换 中 是 根据 信和 号 f(z) 的 特征 而 可 以 自由 选取 
的 . (10. 1) 式 中 的 母子 波 中 含有 尺度 a, 尺度 a 越 大 , 子 波 会 矮 会 胖 ，; 
尺度 a 越 小 ,母子 波 会 高 会 瘦 , 见 图 10. 1. 因而 ,信和 号 jz) 中 的 尺度 < 
小 , 乘 上 放大 倍数 大 的 母子 波 g(z), 可 以 使 小 信号 看 得 清楚 . 

又 如 另外 一 个 母子 波 , 称 为 Haar 子 波 g (1), 它 是 Haar 标 度 沙 
数 g(t) 和 qlz 一 1) 相 减 的 结果 , 即 


g(t) = p(t) — 9(2t — 1),， (10. 3) 
其 中 
1, zt € [90,1j, 
t) 一 | (10. 4) 
多 0， 其 他 . 
参看 (6. 56) 式 ,显然 
1 
1， 0 一 9 
xoo -| :el 2] (10. 5) 
0， 其 他 ， 
1 
xb- 4 Lz) (10. 6) 
0， 其 他 . 
因此 ， 
1， St<ut 
tf a (10.7) 
a 一 1， 二 全 tt 人 < 十 4 “ 
0， 其 他 ， 
其 图 像 见 图 10. 2. 


和 墨西哥 幅 小 波 类 似 ,由 于 (10. 1) 式 右 端 积分 号 外 有 因子 二 , 因 


此 尺度 a 愈 小 ,Haar 子 波 会 高 会 罕 . 
信号 f(z) 中 的 小 尺度 信和 号 的 放大 倍数 大 , 像 个 显微镜 ,使 看 得 
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图 10.2 Haar 子 波 . 
清楚 ,所 以 子 波 变换 称 为 数学 显微镜 . 


§ 2 子 波 变换 的 尺度 自 相 似 性 


第 六 章 我 们 已 经 看 到 ,对 多 尺度 系统 ,大 尺度 和 小 尺度 之 间 存 在 
自 相似 的 标 度 律 . 同样 ,任何 多 尺度 信号 f(z) 的 子 波 变 换 Te《a ,to) 


也 存在 自 相 似 性 , 即 如 果 
f(A) = Xf (2), (10. 8) 


则 
T, (ha ,No) = XT lato). (10. 9) 


下 面 予 以 简单 证 明 . 由 (10. 1) 式 得 
TeCOa yxo) 一 志 | 7e . | 


二 | 
二 dz 


= XT, (a,to). 
(10.9) 式 说 明 , 子 波 变 换 Ts(a,t。) 和 信号 f(t:) 有 相同 的 自 相 似 性 ， 


即 相同 的 标 度 指数 a. 根据 这 一 点 ,对 固定 的 to，, 有 
T, oc a“. (10. 10) 
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因而 ,信号 f() 的 标 度 指数 a 可 以 通过 f(z) 的 子 波 变换 而 求 得 . 在 
双 对 数 坐 标 (lga-lgT。) 中 ,选取 不 同 的 a 和 相应 的 Ts, 多 个 点 的 拟 合 
直线 的 斜率 就 是 信号 /(4) 的 标 度 指数 a 

应 该 指出 , 储 氏 变换 将 空间 域 转换 成 波 数 域 ,将 时 间 域 转换 成 
频率 域 . 士 和 士 分 别 就 是 信号 的 空间 尺度 和 时 间 尺 度 . 因此 ,过 去 对 
信号 ACz) 作 谱 分 析 , 寻 找 上 和 w 为 何 值 信号 最 强 ,来 判断 信号 /(z) 的 
主要 成 分 . 有 了 小 波 变换 后 ,很 多 学 者 仍然 看 重 参数 a, 看 信号 (2) 
中 哪个 尺度 a 中 的 Ts 最 强 ,同样 以 此 判断 f(z) 的 主要 成 分 ,这 就 没 
有 发 挥 小 波 变换 的 优越 性 . 


§ 3 子 波 变换 检 出 to 处 信号 的 突变 性 


子 波 变换 的 独到 之 处 在 于 它 有 一 个 时 间 (或 空 人 
to, 一 个 多 尺度 的 信号 f(z) 变 化 是 非常 剧烈 的 . 傅 氏 变换 中 没有 这 
区 的 结果 
是 信号 f(z) 全 局 铺 开 ,平滑 化 耳 . 而 小 波 变 换 中 的 g (2) 是 局 域 的 ,将 
g (t) 平 移 到 所 要 研究 的 时 间 位 置 to, 并 按照 a 的 大 小 来 调整 放大 倍 


数 g| 5]. 这样 ,信号 7(z) 每 一 个 时 间 位 置 和 的 状况 都 可 以 显示 


出 来 . 


2 


Pt) 一 一 e 2， (10. 11) 
那么 (10. 1) 式 中 的 母子 波 常 可 以 取 如 下 两 种 中 的 任何 一 种 , 即 pz) 
的 一 阶 导数 和 g(t) 的 二 阶 导数 


gi(t) = = ie， (10. 12) 


ts 


t 


gz(t) = 4 = (1— te 7 (10. 13) 


下 面 我 们 来 证 明 (10. 1) 式 中 的 子 波 变换 Ts 正比 于 由 9 平滑 后 
的 函数 fxm 的 一 阶 导数 (车 用 g1(2) 作 母子 波 ), 或 Ts 正比 于 由 9 
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平滑 后 的 函数 fx % 的 二 阶 导数 (车 用 g,(z) 作 母子 波 ). 其 中 
(二 
lt) 一 一 Le 5 ， (10. 14) 


fxg() = | Foogd — wdu (10.15) 
表示 卷 积 . 
下 面子 以 证 明 . 由 (10.1) 式 ,车 以 g1(z) 作 为 母子 波 , 则 


邑 | 
od 


= f x g(t) 一 fx 


骂 | 
fx dt) (10. 16) 


同 理 可 以 证 明 , 若 以 gz(t) 作 为 母子 波 , 则 
Te = fxg). (10.17) 


在 (10. 16) 式 中 ,我 们 用 到 了 卷 积 与 微分 运算 可 交换 的 性 质 . 

由 (10.16) 和 (10. 17) 式 ,我 们 就 可 以 利用 Te 的 最 大 值 或 Te 的 
零点 来 判断 信号 .Ai) 的 突变 点 ， 

图 10. 3 中 ,设想 在 to 和 zs 位 置 上 信和 号 f(2) 发 生 了 突变 . 那么 
f(z) x 就 相当 于 把 信号 进行 了 平滑 ,平滑 后 的 信号 在 to 和 zs 处 就 
变 成 了 损 点 .而 根据 (10. 16) 式 , 子 波 变换 Ts 正比 于 fx g 的 一 阶 导 
数 ,拐点 的 一 阶 导数 是 最 大 . 所 以 , 若 用 g1(z) 作 为 母子 波 ,T。 若是 最 
大 值 , 则 时 间 位 置 i。 和 zs 就 代表 信号 1(#) 的 突变 点 . 同 理 ,根据 
(10.17) 式 ,Ts 正比 于 fxg 的 二 阶 导 数 , 而 拐点 处 的 二 阶 导 数 为 0， 
因此 ,车 用 gz) 作为 母子 波 ,Ts 在 to。 和 位 置 上 穿 过 零点 , 则 该 时 
间 位 置 上 的 信号 就 代表 f(z) 的 突变 点 , 见 图 10. 3. 

一 般 说 ,多 尺度 信号 Fi) 的 突变 现象 是 普遍 的 ,在 子 波 变换 时 ， 
由 于 有 时 间 位 置 t。 这 个 参数 , 它 就 可 能 根据 Ts 的 最 大 值 或 零点 来 
判断 信号 f(2) 的 突变 时 间 位 置 ,这 对 寻找 f(z) 的 变化 规律 和 预测 ， 


一 Q 
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均 有 很 大 的 好 处 . 


(Db) f(D) 


(© 重 [JO*%O] 


图 10.3 信号 7(z) 突 变 点 的 判断 
$4 从 子 波 建立 映射 


上 节 已 经 看 到 ,用 ga (iD) 一 各 一 te 作 母 子 波 时 , 子 波 变换 的 最 
大 值 代表 被 变换 信号 7() 的 突变 点 . 同时 我 们 在 第 五 章 也 看 到 ,一 
个 分 形 客体 的 测度 分 布 ,如 图 5. 6(b) 和 康 托 尔 集合 一 样 ,几乎 在 不 
同 尺 度 上 都 有 突变 点 . 看 如 下 个 例 : 


1 = W(t), P, = 工 ， 
2 3 
| 一 1 1 2 i € [0,1J 
gh 2 = W(t), P= 3 
(10, 18) 


和 方程 (5.15) 类 似 , 求 到 的 不 变 测度 分 布 如 图 10. 4. 
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测 度 


0 1 1 


图 10.4 一 维 映射 (10.18) 式 的 不 变 测度 分 布 
从 图 中 看 出 ,测度 有 明显 的 突变 性 .如 在 :一 二, 一 二 和 + 一 十 竺 


处 有 突变 发 生 , 而 且 ,不 变 测度 “的 分 布 具有 自 相 似 性 ,如 | ,去 | 区 
间 内 的 测度 分 布 和 [0,1] 内 的 测度 分 布 是 自 相似 的 . 因此 按照 $ 2, 测 
度 分 布 的 子 波 变换 也 具有 自 相似 性 . 按照 8 3, 子 波 变换 最 大 值 线 就 
是 测度 分 布 的 突变 点 . 

图 10. 5 是 测度 的 子 波 变换 的 极 大 值 线 ,其 模 坐 标 是 时 间 位 
置 , 纵 坐标 是 尺度 . 从 图 10. 5 看 出 , 它 和 图 10.4 是 多 么 相似 . 

我 们 从 纵 坐 标的 顶部 开始 (顶部 尺度 最 大 ) ,从 到 首先 出 现 极 
大 值 的 点 开始 ,从 此 点 作出 一 水 平 线 与 相 邻 的 最 大 值 线 相交 ,水 平 线 
的 中 点 用 黑 点 。 表 示 , 并 把 它 称 为 分 贫 点 . 令 大 尺度 上 的 一 个 黑 点 与 
下 -尺度 层次 上 的 两 个 黑 点 相对 应 ,并 用 箭头 表示 ,如 图 5.4 上 的 箭 
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图 10.5 不 变 测 度 子 波 变换 的 极 大 值 线 


头 , 表 示 生 了 两 个 儿子 .与 图 5. 5 类似, 绘制 一 个 逆 映 射 图 ,其 纵 坐 标 
为 上 一 尺度 层次 分 岔 点 的 时 间 位 置 :Cx), 横 坐标 为 下 一 尺度 层次 上 
分 岔 点 的 位 置 Cn 十 1), 作 一 个 一 维 分 段 映射 图 , 见 图 10. 6. 


1 


fm) 


0 1 
f (nt+1) 


图 10.6 由 子 波 变换 最 大 值 线 作出 的 一 维 映射 
这 个 映射 图 是 突变 点 随时 间 演 化 的 规律 图 像 , 它 有 预测 的 意义 ， 


8$5 高 斯 类 子 波 所 满足 的 偏 微分 方程 


子 波 变换 (10. 1) 式 是 一 个 积分 表达 式 , 有 了 时 使 用 起 来 不 大 方便 . 
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但 是 ,使 用 高 斯 类 子 波 (C(10. 12) 和 (10. 13) 式 ) 作 为 母子 波 函 数 ,就 很 
容易 求 得 子 波 变换 Te 的 偏 微分 方程 . 

车 (10. 1) 式 中 的 母子 波 是 (10. 12) 式 的 g1(1), 则 将 (10. 1) 式 对 
4a 求 导数 ,得 到 


Cr) =- 三 f() 过 元 名 [二 1 g1(z) ld, (10. 19) 


to 


式 中 zz 一 .积分 符号 中 


d 
[ez) |=— Bg1(z) 一 Bz Se, (10. 20) 
很 容易 验证 ,高 斯 函数 (10. 11) 式 的 阶 导数 有 如 下 关系 : 
(2 十 1)g,(t) + tgnt1lt) 十 gnt2lt) 一 0， n=0,],2,°, 


t 


golt) =—e “. (10. 21) 
将 n= 二 1 代入 上 式 得 
2g1(X) 十 rxgz (T+) 十 SBsCZz) 一 0 
或 者 


de&1(CZ) cz) 
dz 


将 (10. 22) 式 代入 (10. 20) 式 得 
3 1 
#2[tacz) |=- g(x) 一 22[ 一 gs(Z) 一 281(z)] 


g2(X) = 二 [一 gs(z) — 2g1(7x)], (10.22) 


一 [ez) 十 gs(7)]. (10. 23) 
故 (10. 19) 式 变 为 


oTs(asto) _ | fl [Lglr) + gsr)Jdt. (10.24) 
a 
同 理 , 将 (10. 1) 式 对 to 微 商 ,得 到 
aTs(asto) _ 1[+” _1 
to 加 二 Ace 二 Ex(z) ja， 
再 对 to 求 一 次 导数 ,得 到 
3 ， +™ 1 
Te(a to) 2|_ ft) [Sgscz) Jar, (10. 25) 


at 
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合并 (10. 24) 式 和 (10. 25) 式 ,有 如 下 关系 : 


Te _ OTe 1 
ea a+ 2 Te=0. (10. 26) 


(10. 26) 式 就 是 用 g1(z) 作 为 母子 波 时 , 子 波 变 换 所 满足 的 偏 微 分 方 
程 , 它 是 变 系 数 的 ,对 不 同 信和 号 f(z) ,它们 都 满足 (10. 26) 式 ,但 对 不 
同 的 初 条 件 和 边 条 件 ,方程 有 不 同 的 解 . 

同 理 ,车 用 g:() 作 为 母子 波 , 则 子 波 变换 所 满足 的 偏 微分 方程 


为 
ET, oT 2 
a Be 3 十 Te 一 0. (10. 27) 
作为 (10. 26) 式 的 应 用 ,很 容易 找到 (10. 26) 式 的 一 个 特 解 
2 和 
Ti(asto) 一 ae 2 cosho 或 Te(a,to) = ae 2 sinhto， 
(10. 28) 
其 中 汶 是 与 a 和 zt 无 关 的 常数 . 
按 子 波 变换 模 最 大 值 要 求 ,应 有 
3a7， 322(T2) 
a 一 0 和 a <=0, (10. 29) 
如 取 (10. 28) 式 的 第 一 个 式 子 作为 解 , (10. 29) 式 为 
2 
Se 一 一 ae 2 AMsinM 一 0， (10. 30) 
o 
2 2 2 
人 一 (ce 2 )2( 一 2Mzcos2M) = 0. (10. 31) 
由 (10. 30) 式 得 到 
No 一 0， 士 nx， nn 二 1,2,°"*. (10, 32) 


对 (10. 32) 式 的 这 些 点 ,(10. 31) 式 成 立 . 

取 4=7*, 则 如 ==0 应 该 是 最 大 尺度 上 的 突变 点 . 我 们 用 1851 一 
1984 年 北半球 的 地 表 气 温 资 料 ,作出 模 最 大 值 线 图 . 对 < 一 25 年 ( 见 
图 10. 7(a)) ,将 (1851,1984) 归 一 化 得 到 的 中 点 应 是 1919 年 ,而 图 
10. 7(a) 的 实际 最 大 值 点 是 1918 年 (图 中 的 4 点 ), 预 测 误差 并 不 
大 . 同样 按照 (10. 32) 式 ,下 一 个 尺度 层次 的 突变 点 应 是 1851 到 
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1918 和 1918 到 1984 年 的 中 心 点 ,它们 是 1920 年 生 的 两 个 “儿子 ” 
预测 值 是 1985 和 1952 年 ,而 实际 的 值 是 图 10.7(b) 中 的 B 和 CC 两 
点 ,其 中 a=5 年 ,差别 比 刚刚 大 一 点 . 第 三 尺度 层次 的 突变 点 预测 值 
分 别 是 1874 年 ,1897 年 .1941 年 和 1963 年 . 它们 分 别 是 B,C 两 点 
各 生 的 两 个 “儿子 ”, 实 际 子 波 变换 值 是 图 10:7(b) 中 的 d,e,f 和 g 
四 个 点 ,实际 值 与 预测 值 差 别 不 大 . 这 说 明 Ts 的 偏 微分 方程 
(10. 26) 或 (10. 27) 还 是 有 很 大 用 处 的 . 


6 
A 


4 


T, (ba) 


1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 
年 份 
(a)a=25 年 


T, (b,a) 


图 10.7 气候 序列 的 子 波 变换 


$6 子 波 是 孤立 波 吗 


第 三 章 我 们 曾经 论证 过 , 偏 微分 方程 的 孤立 波 和 冲击 波 分 别 和 
常 微分 方程 的 同 宿 轨道 和 异 宿 轨道 相对 应 . 由 于 子 波 的 局 部 性 质 , 无 
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论 是 Haar 子 波 ((10. 3) 式 ?还 是 墨西哥 帽子 波 ((10. 2) 式 ), 它 们 均 
满足 当 1 一 土 co 时 ,g() 一 0. 因此 ,从 形式 上 看 ,应 该 是 同 宿 轨 道 或 是 
一 种 孤立 波 . 问题 是 : 传统 的 观点 认为 ,孤立 波 只 能 存在 于 非 线 性 的 
保守 系统 或 耗 散 系统 中 . 现在 Haar 子 波 的 标 度 函数 p 满 足 线性 函数 
方程 (6. 57) ;有 墨西哥 帽子 波 满足 变 系 数 线性 常 微分 方程 (10. 21) ,这 
种 变 系数 线性 方程 能 存在 同 宿 轨道 的 孤立 波 吗 ? 

在 (10. 21) 式 中 取 ”一 2 ,那么 g,(z) 就 是 墨西哥 帽子 波 的 二 阶 导 


数 e"(2). 所 以 ,墨西哥 帽子 波 g| 所] 车 看 成 是 变量 # 一 z 一 c 的 一 
个 向 右 移动 的 结果 ,那么 它 应 满足 如 下 的 线性 变 系 数 方程， 


g"(E) + ég'(€) 十 (人 2 十 1)g(6) 一 0， (10. 33) 
我 们 对 (10. 33) 式 作 一 个 变换 : 
名 
g(€) 一 e ‘y(é), (10. 34) 


则 (10. 33) 式 变化 为 

1 1 了 

ye) 十 二 [Cn 十 D 一 二 8]>G6) =0, (10.35) 
(10. 35) 式 就 是 著名 的 第 二 种 Weber 方程 . 
若 上 再 令 

(10. 36) 
则 (10. 35) 式 化 为 

yD 十 SLC2n 十 1) 一 太 ]y(7) = 0， (10. 37) 


(10. 37) 式 就 是 著名 的 第 一 种 Weber 方程 . 
(10. 37) 式 的 特征 值 为 (2 十 1) 的 有 界 解 为 


_¥ 
y(7) 一 e 万,(7)， (10. 38) 
所 以 ,(10. 35) 式 的 有 界 解 为 
2 é 
y(€)=2 2。，e | 访 | ， (10. 39) 


其 中 , 媚 , 是 Hermit 多 项 式 , 且 H。(&)=1, Hi(€)=2§,H;(6)= 
2(2&? 一 1). 在 (10. 39) 式 中 取 ”一 2 ,很 容易 验证 (10. 34) 式 就 是 墨 西 
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哥 帽子 波 (10. 2) 式 . 


为 了 分 析 渐 进 状 态 ,(10. 37) 式 可 化 为 
y 一 Z， 
z' 一 一 [(22 十 1) — Fy, 
由 (10. 38) 式 7 二 0 的 初 条 件 (>= 一 2,z=-0) 的 4 点 出 发 ,在 相 平面 
(y,z) 上 作出 的 轨 线 见 图 10. 8. 图 中 4BO 是 y 一 十 ce 的 轨道 ,OB4 
是 y 一 一 co 的 轨道 . 


z 
5 


(10. 40) 


-5 
-20 -1.5 -10 -0.5 0 0.5 10 15 2.0 257 


图 10.8 (10.40) 的 轨道 
4 为 相 空 间 (y,z) 中 的 轨道 ,B 为 相 空间 (y,z,7) 中 的 轨道 


事实 上 ,从 物理 上 讲 , 方 程 (10. 37) 是 一 个 正 、 负 恢复 力 相 结合 
系统 , 7 人 > 士 co 时 是 负 恢 复 力 , 方 程 (10. 37) 可 以 写成 
yo— y= 0, (10. 41) 
令 z= 了, 则 


dz dz 
_ 2 dy dy _ ,dy dy 
一 47 4 十 2dz 一 47d2 十 2dz， 


故 方程 (10. 41) 化 成 
dz d d2 d 
4z 3 十 2 科 一 zy 一 0 或 54+ 之 镁 一 之 =0， 


当 7( 或 zx) 很 大 时 ,该 方程 简化 为 
dy 了 
入 一 学 =0， (10. 42) 


(10. 42) 式 是 一 个 负 人 恢复 力 的 常 系数 微分 方程 ,按照 第 三 章 的 分 析 ， 
显然 (y,z) = 二 《0,0) 点 是 一 个 鞍点 ,所 以 图 10. 8 是 一 个 同 宿 轨道 . 
但 是 (10. 37) 式 在 7=0 附近 就 变 成 


yCD) 十 二 (2n 十 1)y(G9) 一 0， (10. 43) 
它 是 一 个 正 恢复 力 的 方程 ,因此 在 ?一 0 附近 是 一 个 焦点 ,所 以 ?一 0 


处 要 作 振 荡 . 
车 以 > 和 7 分 别 作 纵 、 横 坐标 , 则 墨西哥 帽子 波 图 像 如 图 10. 9. 


图 10.9 孤立 波 
显然 它 是 一 个 孤立 波 ， 


习 题 


1. 子 波 变换 和 傅 氏 变换 有 什么 异同 ? 
2. 如 何 充分 利用 子 波 变换 中 的 时 间 参 数 to 去 作 预 测 ? 
3. 由 子 波 建立 的 映射 怎么 用 于 预测 ? 
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